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§1. Квадратичные формы

Вспомним основные определения, которые будут полезны в ближайшее вре-
мя. Пусть V — линейное пространство над полем K. Предположим также, что
в этом линейном пространстве определена билинейная форма b : V × V → K.

Определение 1.1. Квадратичной формой на линейном пространстве V на-
зывается отображение q(v), построенное из билинейной формы b(x, y) следую-
щим образом:

q : V → K, q(v) = b(v, v), ∀x ∈ V

Замечание 1.1. Любая билинейная форма b(x, y) задает квадратичную функ-
цию q(v), которая получается из нее ограничением области определения с V ×V
на диагональ {(v, v) : v ∈ V } ⊂ V × V .

Замечание 1.2. Полагая, что билинейная форма описывается матрицей с ко-
эффициентами βij , квадратичную форму можно также представить в виде:

q(v) =

n∑
i=1

n∑
j=1

βijv
ivj =

n∑
i=1

βii(v
i)2 + 2

∑
i<j

βijv
ivj ,

где vi – i-я координата вектора v в выбранном базисе.

§2. Нормальный вид квадратичной формы

Рассмотрим симметричную билинейную форму b ∈ BilS(V ).

Определение 2.1. Векторы u, v ∈ V называются ортогональными относитель-
но билинейной формы b (b-ортогональными), если b(u, v) = 0.

Это определение в некотором смысле обобщает определение ортогональности
относительно скалярного произведения.
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Замечание 2.1. В силу симметричности билинейной формы можно утвер-
ждать, что

u ⊥ v ⇔ v ⊥ u

Определение 2.2. Базис {ei}ni=1 в V называется ортогональным относительно
b, если его векторы попарно ортогональны, т.е. b(ei, ej) = 0 при i ̸= j.

Замечание 2.2. Симметричная билинейная форма и квадратичная форма ей
соответствующая в базисе b-ортогональных векторов имеют диагональный вид:

b(u, v) = β1u
1v1 + . . . βnu

nvn, q(v) = β1(v
1)2 + . . .+ βn(v

n)2

Теорема 2.1. Для каждой симметричной билинейной (и квадратичной) фор-
мы существует b-ортогональный базис.

Доказательство. Докажем индукцией по n = dimV . При n = 1 теоре-
ма очевидна. Пусть n > 1 и билинейная (квадратичная) форма не является
нулевым отображением (здесь снова теорема становится очевидной). Выберем
вектор e1 ∈ U1 такой, что b(e1, e1) = q(e1) ̸= 0. Рассмотрим множество векто-
ров U⊥

1 , которые являются b-ортогональными вектору e1. Очевидно, что оно
является линейным подпространством. Более того можно утверждать, что

V = U1 ⊕ U⊥
1 , dimU⊥

1 = n− 1

Мы уже показывали справедливость подобного утверждения для ортогональ-
ных друг другу подпространств в евклидовом пространстве. К такому подпро-
странству мы вновь можем применить предположение индукции, рассматривая
сужение симметричной билинейной (квадратичной) формы на это подпростран-
ство. В силу того, что вектор e1 будет b-ортогональным любому вектору из бази-
са {e2, . . . , en} подпространства U⊥

1 , где все векторы также могут быть выбрано
как попарно ортогональные, получаем базис пространства V , составленный из
ортогонального относительно b набора векторов. ■

Предположим теперь, что найден ортогональный базис {ei}ni=1, в котором
квадратичная форма имеет диагональный вид.

q(v) = a1(v
1)2 + . . .+ an(v

n)2, ai = q(ei)

Лемма 2.1. В поле K = C любая квадратичная форма может быть приведена
к виду

q(v) = (ṽ1)2 + . . .+ (ṽr)2,

где r – количество ненулевых ai.

Доказательство. Сделаем преобразование вида

ei 7→ ẽi = λei, λ ̸= 0 ⇒ ãi = λ2
i ai

В поле C можно всегда выбрать такие числа λi, что ãi = 1. ■
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Замечание 2.3. В поле K = R квадраты ненулевых чисел λi всегда являют-
ся положительными, поэтому указанным преобразованием базиса мы можем
найти такие λi для всех ai ̸= 0, что |ãi| = 1, но при этом знак сохранится.
Следовательно в R квадратичная форма может быть приведена только к виду

q(v) =

r+∑
i=1

(ṽi)2 −
r−∑

j=r++1

(ṽj)2

Определение 2.3. Указанные виды квадратичной формы в C и R называются
нормальным видом квадратичной формы, а числа r+ и r− – положитель-
ным и отрицательными индексами инерции вещественной квадратичной
функции. Набор этих чисел (r+, r−) также называют сигнатурой квадратич-
ной формы.

Сигнатура квадратичной формы является ее инвариантом (не зависит от
базиса). Чтобы это показать, введем еще несколько определений.

Определение 2.4. Квадратичная форма называется положительно опреде-
ленной, если q(v) > 0 для любого v ∈ V, v ̸= 0. Аналогичным образом вводится
отрицательно определенная форма.

Определение 2.5. Квадратичная форма называется положительно полу-
определенной, если q(v) ⩾ 0 для любого v ∈ V, v ̸= 0. Аналогичным образом
вводится отрицательно полуопределенная форма.

Замечание 2.4. Могут также рассматриваться неопределенные квадратичные
формы. т.е. такие квадратичные формы, для которых не выполняется ни одно
из условий в рассмотренных определениях.

Сформулируем утверждение.

Лемма 2.2. Положительный индекс инерции r+ квадратичной формы равен
максимальной размерности подпространства, на котором q(v) является по-
ложительно определенной.

Доказательство. Квадратичная форма в нормальном виде для R положи-
тельно определена для линейной оболочки векторов {e1, e2, . . . , er+}. Пусть U
– произвольное подпространство в V , на котором q положительно определена,
т.е. ∀u ∈ U справедливо q(u) > 0. Подпространство W определим как линейную
оболочку:

W = ⟨er++1, . . . , en⟩, ⇒ ∀w ∈ W, q(w) ⩽ 0

Очевидно, что U ∩W = 0, а следовательно для размерностей имеем

dim(U +W ) = dimU + (n− r+) ⩽ dimV = n

Откуда мы получаем, что dimU ⩽ r+, что и требовалось доказать.
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Замечание 2.5. Вследствие того, что индекс инерции определяется размерно-
стью подпространства, он не может зависеть от выбора базиса. Аналогичные
рассуждения справедливы и для отрицательного индекса инерции.

Сформулируем критерий положительной определенности квадратичной фор-
мы.

Теорема 2.2. (Критерий Сильвестра) Вещественная квадратичная форма q,
имеющая матрицу Aq в некотором базисе, положительно определена тогда и
только тогда, когда все угловые миноры матрицы Aq положительны.

Доказательство. Необходимость.
Если квадратичная форма положительно определена, то определитель ее

матрицы в произвольном базисе также положительный. В базисе q-ортогональных
векторов матрица представляет собой единичную матрицу, определитель кото-
рой равен 1. Рассмотрим преобразование матрицы квадратичной формы при
смене базиса с матрицей перехода C

A′
q = CTAqC ⇒ detA′

q = det(CTAqC) = det(CTC) > 0

Произвольный минор, полученный на пересечении строк и столбцов с индек-
сами 1 ⩽ i1 < i2 . . . ik ⩽ n представляет собой матрицу сужения квадратичной
формы на подпространство, образованное линейной оболочкой базисных векто-
ров соответствующих этим строкам (столбцам). Квадратичная положительно
определенная форма является таковой на любом своем подпространстве. Сле-
довательно произвольный минор является положительным, а значит и угловые
миноры тоже.

Достаточность.
Покажем индукцией по n = dimV . При n = 1 теорема очевидна. Предположим,
что результат теоремы справедлив на пространствах размерности не превос-
ходящей n − 1. Пусть Aq – вещественная симметричная матрица порядка n,
у которой все угловые миноры положительны. По предположению индукции
сужение на подпространство размерности n−1 является положительно опреде-
ленным, а значит положительный индекс инерции r+ ⩾ n− 1. Следовательно в
отсутствие ai = 0 мы имеем r+ + r− = n, а значит r− может быть либо 0, либо
1. В последнем случае нормальный вид квадратичной формы:

q(v) =

r+∑
i=1

(vi)2 − (vn)2

Но определитель матрицы такой квадратичной формы отрицателен. Следова-
тельно единственная возможность для индексов инерции r+ = n и r− = 0, что
и говорит о положительной определенности квадратичной формы.
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§3. Билинейные и квадратичные формы в евклидовом
пространстве

Пусть EV – евклидово пространство со скалярным произведением ⟨·, ·⟩. Опре-
делим также в этом пространстве линейный оператор φ ∈ End(V ). Определим
при помощи него билинейную функцию bφ

bφ(u, v) = ⟨u, φ(v)⟩, ∀u, v ∈ V

Замечание 3.1. Обратим внимание, что линейные пространства эндоморфиз-
мов и билинейных форм имеют одинаковую размерность dimEnd(V ) = dimBil(V ) =
n2. Сопоставление между билинейными формами и операторами определяет
изоморфизм этих линейных пространств.

Замечание 3.2. Данный изоморфизм не зависит от базиса (канонический изо-
морфизм), а только лишь от выбора скалярного произведения. Следовательно
относительно него существует единственный однозначно определяемый опера-
тор, позволяющий получить данную билинейную форму.

Несложно проверить, что симметричной билинейной форме будет соответ-
ствовать самосопряженный оператор. Следовательно и квадратичной форме бу-
дет соответствовать самосопряженный оператор. Оператор, определяемый та-
ким образом, называют присоединенным оператором к билинейной (квадратич-
ной) форме.

Лемма 3.1. Матрицы Грама G скалярного произведения, квадратичной формы
Aq и присоединенного к нему оператора Aφ связаны соотношением

Aq = GAφ

Доказательство. Зафиксируем базис {ei}ni=1 в V . Для любых векторов,
представленных их координатными столбцами u и v, можно найти значение
квадратичной формы при помощи ее матрицы с одной стороны, а с другой сто-
роны можно воспользоваться способом вычисления скалярного произведения
через матрицу Грама:

xTAqy = xTGAφy ⇒ Aq = GAφ

Замечание 3.3. В силу построенного изоморфизма между квадратичными
формами и самосопряженными операторами для диагонализации квадратич-
ной формы достаточно найти ортонормированный базис из собственных векто-
ров (он всегда существует для самосопряженного оператора). При этом матрица
Грама будет единичной матрицей G = E, а матрица самосопряженного опера-
тора примет вид диагональной матрицы Aφ = diag{λ1, . . . , λn}.
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