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В ведение

Рассмотрим место курса «Численные методы» в ряду пред­
метов, связаннвіх с математическим моделированием.

Предположим, что имеется объект любой природы. Его тре­
буется исследоватв, ввіявив закономерности и характеристики. 
С помощвю конкретной науки, изучающей этот объект, состав­
ляется математическая модели, в которой отражаю тся самые 
существеннвіе характеристики объекта. Модели содержит свя­
зи между характеристиками, которвіе, как правило, вы ража­
ются математическими уравнениями. Чтобві установитв зако­
номерности, необходимо исследоватв математическую модели, 
например, решитв уравнения. Но чем адекватнее составлена 
математическая модели, тем она сложнее, и часто нелвзя на­
прямую исполвзоватв аналитические методві решения. Кроме 
аналитических методов в настоящее время все активнее при­
меняют численнвіе методы, алгоритмы, основаннвіе на аппрок­
симации исходной математической модели другими моделями, 
реализуемыми в виде ввічислителвнвіх операций, порой оченв 
громоздких. Следует отметить,что для правильной картины 
изучения математической модели численные методы должны 
быть дополнены качественными методами, которые составля­
ют значительную часть математики. Громоздкость численных 
расчетов приводит к необходимости использования вычисли­
тельных устройств (в широком смысле этого слова), и именно 
развитию компьютеров и их программного обеспечения обяза­
но большинство современных достижений в науке и технике. 
Вслед за академиком А. А. Самарским отметим, что основу 
математического моделирования составляет триада: модель -  
алгоритм -  программа.

На выходе получаем некоторую характеристику изучаемого 
объекта, которую условно будем считать числом. Но эта харак­
теристика в результате обработки каждым элементом триады 
в той или иной степени огрубляется, вносится погрешность.



Задача состоит в изучении роста этой погрешности на каждой 
стадии.

Обозначим через Акеуст. погрешность, которая вносится на 
стадии математического моделирования, она называется неус­
транимой погрелипост,ъю.

П р и м е р .  Физический маятник, возможно с трением, опи­
сывается дифференциальным уравнением второго порядка

{ ф +  a sin ф +  Ъф> = f  (t), 

ф(0) =  а  
ф(о) =  ß ,

ф
Начальные условия а, ß, а такж е коэффициенты уравне­

ния а и Ъ должны быть измерены приборами, которые име­
ют определенную точность. Точность измерения и определяет 
неустранимую погрешность.

Обозначим через A Memoga погрешность, которая вносится 
на стадии составления численного алгоритма, она называется 
погрелипост,ъю метода.

Например, приведенное уравнение физического маятника
sin ф

ф
ческий маятник), решение которого выписывается в элемен­
тарных функциях, но такое упрощение модели можно сделать 

ф
ны эффективные методы решения дифференциальных уравне­
ний, подобных уравнению физического маятника. К их числу 
относятся метод Эйлера, методы Рунге-Кѵтты, методы Адам­
са и др. Подбирая методы и их параметры, прежде всего шаг 
дискретизации, можно получить решение с требуемой погреш­
ностью метода. Изучение разнообразия таких методов и спосо­
бов оценки их погрешностей составляет основное содержание 
курса.



Обозначим через Аеыч. погрешность, которую вносит вы­
числительное устройство, она называется вычислительной по­
грешностью.

Так, подавляющее большинство численных алгоритмов, в 
том числе и упомянутые методы, требует громадных вычис­
лений для достижения хорошей точности, поэтому необходимо 
эффективно работающее вычислительное устройство. Но ком­
пьютер представляет информацию дискретно, поэтому любые 
действия с вещественными числами, наиболее распространен­
ными в моделировании, вносят вычислительную погрешность. 
По этой причине число операций нужно по возможности опти­
мизировать, оптимизировать нужно такж е и вычислительные 
средства.

Все сказанное можно изобразить в виде схемы:

m. A метода Аеы ч.

Формула полной погрешности

А пол. = Анеус т. + А метода + Аеы ч. •

Считается, что идеальная ситуация наблюдается тогда, ко­
гда все три вида погрешности примерно равны или, по край­
ней мере, имеют один порядок. Например, нет смысла приме­
нять очень точные алгоритмы и считать на вычислительном 
устройстве с большой степенью точности, если имеется боль­
шая неустранимая погрешность.

Основной задачей данной дисциплины является изучение 
численных алгоритмов и погрешностей метода (средняя часть 
триады). Однако при этом обязательно нужно уметь учиты­
вать влияние неустранимой погрешности, а такж е нужно уметь



выбирать третью часть триады (программу) с соответствую­
щим влиянием вычислительной погрешности на конечный ре­
зультат.

По численным методам имеется громадное число публика­
ций: научных статей, монографий, учебников и учебных посо­
бий. Чтобы сориентировать студентов в этом объеме информа­
ции, отметим следующее.

Учебную литературу условно можно разбить на несколько 
групп. К первой группе относятся классические университет­
ские учебники (2-5,9-11,14]. М атериал читаемого нами курса 
более всего соответствует учебникам (9,14]. Р яд  книг (1,12,15], 
предназначенных, прежде всего, для специалистов, содержит 
много дополнительных сведений. В учебниках для техниче­
ских университетов, особенно появившихся в последнее вре­
мя (6,7,13,16], содержится описание разнообразных методов, 
но зачастую отсутствуют доказательства (например, в совсем 
простом учебнике (8]).

Пособие отражает тот взгляд на методику изложения пред­
мета и отбор материала, который десятилетиями складывался 
на кафедре вычислительной математики математико-механи­
ческого факультета Уральского государственного университе­
та им. А. М. Горького (ныне -  Институт математики и ком­
пьютерных наук Уральского федерального университета име­
ни первого Президента России Б. Н. Ельцина).



1. Теория погреш ностей

1.1. Ч исла и характеристики их точности

По умолчанию будем считать, что числа рассматриваются 
вещественные.

Пусть х -  идеальное вещественное число, а х *  -  его при­
ближение. Абсолютной погрешностью числа х будет являться 
величина Ax*, удовлетворяющая соотношению |х — х*| ф A x*.

x
А  *

чина А х* = -j— (|ж*| ф 0).

Рассмотрим число в десятичном позиционном представле­
нии. Цифра, начиная с первой ненулевой, называется знача­
щей.  Например, в числе 20.02 -  все цифры значащие, а в числе 
002.02 -  третья цифра является значащей, а первые два нуля 
незначащие.

Ц ифра называется верной, если абсолютная погрешность 
числа не превосходит половины единицы соответствующего раз­
ряда. Все остальные цифры сомнительные  (Ax* ф 0.5 ■ 10-m ).

Например:
1) число 21.145, и пусть Ax* =  0 .01 т о г д а  211 -  верные 

цифры, 45 -  сомнительные цифры;
2) число 3.1415926, Ax* =  0.007, верные цифры 31. В са­

мом деле, посмотрим на 3.14: единица разряда последней циф­
ры 1/100, ее половина 5/1000, а, погрешность больше 5/1000 < 
<  0.007, следовательно, 4 -  циф ра сомнительная при данной 
оценке погрешности.

Понятие верной цифры после запятой связано с понятием 
абсолютной погрешности, а понятие верной значащей -  с отно­
сительной погрешностью.



1.2. П огреш ность ариф м етических действий  

Сложение и вычитание
Пусть точные значения некоторых чисел -  x \ , x 2 , ■■■, x n , а 

их приближения -  х!,Х 2 , - - - , хП.  Известны погреш ности A x*, 
A x*, ■■■, A x*. Пусть требуется сложить числа, т. е. посчитать

n n
у = ^ 2 Хі- В качестве приближения суммы возьмем у* = ^ х * .

i= 1 " i= 1
Оценим погрешность

ІУ -  У*І =  Е х і -  Е ^  ^  Е lx i -  х *I ^  Е Axf =  Ay*■
i=1 i=1 i=1 i=1

Получили утверждение:

Теорема 1. При слож ении и вычитании абсолютные по­
грешности складываются.

Рассмотрим относительную погрешность сложения:

n n
A s Ax* ё д х*|х21

д  _  А У* _  г=  1 _  г=  1
У | *| п  п  ■

ІУ 1 | £  х* I | £  х*|
i=1 i=1

Предположим, что складываются числа одного знака, тогда

n n
Е д х| |х*| ш а х А х |Е |х;21

А у* =  г~ ^И   <  п  —  =  max А х* .
Е |х * | Е |х *  |
i=1 i=1

Аналогичным образом доказывается, что при сложений чисел 
одного знака выполняется min А х? <  А у*.

Однако при сложении чисел разных знаков (при вычита­
нии) может наблюдаться эф ф ект возрастания относительной 
погрешности.

n n n n



1.3. Э ф ф ек т  вычитания близких чисел

П р и м е р .  Требуется посчитать

V n - V w ,

если
л/ТІ зз3,32;  Ѵ Ш з з З Д б

(все цифры верные).
Тогда

vT l - v Tö w o , іб.

Оценим погрешность. Обозначим х \  =  л/ІТ, Х2 = ч/Ш, х \  =  
=  3, 32, х \  = 3,16, у = л/TT -  л/Ш. Тогда А*. =  А х* =  0, 005; 
по теореме сложения абсолютных погрешностей A y* = 0,01 
и в соотношении ѴТТ -  у ш  0,16 только один знак после 
запятой верный. Относительная погрешность, как можно по­
считать, резко возросла.

Посчитаем искомую величину по-другому, используя до- 
множение на сопряженное:

л/ТГ - VlÖ = 1 рз 0,154321
ф п  +  У Іо

л/ТГ + VTÖ зз 6, 48.

Оценим погрешность, используя, кроме ранее введенных обо­
значений, z = ч/TT +  \/Ш . Тогда A z* = 0,01; А г* =  =
=  0,0016. ’

Д ля оценки погрешности деления y = 1 / z  используем сле­
дующее утверждение.

Т е о р е м а  2. При умнож ении и делении складываются от ­
носительные погрешности.

Доказательство этого утверждения будет дано позже.



Тогда, так как единица в числителе для у задана точно, то 
A y* = A z* = 0,0016. Из относительной погрешности можно 
получить абсолютную:

Ay* = Ay* |у* | =  0, 0016 ■ 0,16 =  0, 000256.

Поэтому в числе у* три верных знака после запятой.
Таким образом,

ѴТГ -  л/IÖ  W 0,154.

При этом все цифры верные.

1.4. П огреш ность ф ункции нескольких  
перем енны х

Исследуем погрешность для произвольной функции многих 
переменных:

У =  / .. . , Хи).

Здесь и в дальнейшем будем предполагать, что функция обла­
дает свойствами, которые обеспечивают дальнейшие действия, 
например, имеет необходимую гладкость.

Предположим, что заданы приближенные значения аргу­
ментов функции x1 , x \ , . . . , x X l с абсолютными погрешностями 
Ax*, Ax*, . . . ,  Ax*n . Тогда

* _С / * * * \
у f  (x 1, x 2, . . . ,  x n ) .

Оцеинм абсолютную п0Грешн0СТЬ ф уНКцИИ

|у -  у*1 =  | f  (x i , x 2 , . . . , xn ) -  f  (x1, x 2, . . . , xn ) | .

Сведем разность значений функции векторного аргумента к 
разности значений функции скалярного аргумента. Введем век­
торные обозначения:

X  =  ( x i , . . . , x n ) € R n , X * =  ( x1 , . . . , xn)  G R n .



Введем такж е вспомогательную векторную функцию скаляр­
ного аргумента:

X (t) =  X  +  t (X * -  X )•

Тогда X (0) =  X , X (1) =  X *,

| / (X1, X2, • • • , Xn) -  f  • • . ,ХП)| =  | / (X  (0)) -  f ( X  (1))| =

=  |ф(0) -  ф(1)|^

Здесь ф(£) =  / (X (t)) -  сложная функция. Применим к ф унк­
ции p(t)  формулу конечных приращений Лагранжа:

|^ (0) — ^ (1)| =  |^ /(c)| ' I0 — ^  с € [0>1]^

Вычисляя производную функции p(t)  и производя оценку, по­
лучаем

n Р) -Р n О .с
Wo)-*Ki)l = PJjrW '»!!*«-*?! <

i=1 i i=1 i

Таким образом,

І= 1

При малых погрешностях аргументов абсолютная погреш­
ность функции приближенно описывается формулой

■ V 53
i=1 i

(обычно пишут знак =  вместо ~ ).
Рассмотрим в качестве примера вывод теоремы о погреш­

ности умножения. Пусть

У =  X1X2- 

И



Вычисляя частные производные этой функции двух перемен­
ных и применяя формулу для погрешностей, получаем

Ay* = |ж2|Аж* +  ,

Ax* A x*
Дѵ* = тщт +  тщт =  +  Дя*-

И І  |»2І
Аналогично ввіводится теорема о погрешности деления.

1.5. П огреш ность представления вещ ественны х  
чисел в вы числительном устройстве

Информация о вещественнвіх числах в вычислительном уст­
ройстве хранится в виде знака, порядка и мантиссы. Ограни­
ченность разрядов, отводимых для хранения мантиссы, приво­
дит к погрешности представления вещественного числа. Фор­
мы представления в разных программных средствах различ­
ные, но принцип одинаковый, поэтому проиллюстрируем его 
на одной из распространенных форм, когда на хранение веще­
ственного числа отводится 48 ячеек (бит), из которых одна хра­
нит информацию о знаке числа, восемь ячеек хранят информа­
цию о порядке числа, остальные 39 -  о мантиссе числа. Такая 
форма принята, например, в стандартном представлении веще­
ственного числа в алгоритмическом языке ПАСКАЛЬ. Пусть 
точное число представимо в виде

x  = (—1)s2й-1270 .а1а2 . . .  а39а40 . . . ,

где s -  двоичная цифра, д -  двоичный порядок, а  ̂ -  двоичные 
цифры нормализованной (аі =  1) мантиссы.

Приближенное же число имеет в силу ограниченности ман­
тиссы форму

X* =  (—1)s2g-1270.а1а 2 . . .  а39.

Оценим абсолютную погрешность такого представления:

|x -  x*| =  2g-1270. . . . а 40 . . .  <  2g-1270 . . . .  1 1 1 ... <



<  2р—1272—39 2р—166

таким образом, A x* _  2g—166. Недостаток этой оценки состоит 
в том, что она зависит от порядка числа.

Оценим относителвную погрешности А х* =
В силу нормализованное™  мантиссві справедлива оценка

2g—128 <  \x*\ <  2g—127,

откуда следует
2—40 <  Д х* <  2—39.

Восполвзуемся правилом двоичной твісячи: 210 _  1024 ~  
1000 _  103 2— 40 10—12, 2 39 5 ■ 10—12 и получаем

оценку
10—12 <  Д х* <  0.5 ■ 10—11,

т. е. одиннадцати вернвіх десятичнвіх цифр после запятой.
Погрешности представления вещественнвіх чисел ведет к 

различнвім эффектам, которые нужно учитыватв при прове­
дении вычислений.

1.6. Э ф ф ек т  слож ения чисел с разны м  
порядком

Пусти в вычислительном устройстве складываются два ве­
щественных числа, имеющих представление

X* _  2Р ■ m 1

и
у* _  2q ■ m 2 .

Пусть порядки у них разные, скажем, p > >  q, при сложении 
происходит выравнивание порядков за счет денормализации 
мантиссы, поэтому если разница в порядках очень большая, 
то может оказаться, что

X* +  у* _  X*. 

13



Этот эф ф ект приводит к парадоксам, которые «опровер­
гают» известнвіе фактві классической математики. Приведем 
два примера.

П р и м е р  1. При счете по определению гармонический ряд
ГО
^2 ^ «сходится».

п= 1
В самом деле, частичная сумма ряда

N і
S n =  £

считается по формуле

1 nп=1

S n  — S n - i +

и так как второе слагаемое стремится к нулю, а первое не стре­
мится, то начиная с некоторого номера N  при реализации счета 
на некотором вычислительном устройстве будет наблюдаться 
S n  =  S n - i , что означает стабилизацию частичных сумм, т. е. 
«сходимость» ряда.

П р и м е р  2. При счете по определению производные всех 
функций f  (x) «равны нулю», если только x  =  0. В самом деле, 
по определению

f { x )  = ш„ №  +  0 - / 0 )

Можно организовать цикл для счета предела, взяв, например, 
h =  10- 1 , 10- 2 , . . .  . ^ ^ и  уменьшении найдется такое h, что с 
учетом сложения чисел с разным порядком выполняется x +  
h = x
менатель хоть и мал, но не ноль.

1.7. У скорение сходим ости ряда

В качестве иллюстрации влияния вычислительной погреш­
ности рассмотрим задачу о суммирования ряда. Эта задача со­



держит много однотипных операции, которые легко реализо­
вать с помощью любых программных средств, но в силу того, 
что погрешности могут накапливаться, результат может силь­
но искажаться.

Рассмотрим п р и м е р .  Требуется посчитать сумму ряда
ГО л

s  = V  1
' n 2 +  0, 4П= 1

с точностью £ =  0, 5 ■ 10- 6 .
Оценим погрешность метода, состоящего в том, что для сче­

та ряда нужно посчитать его частичную сумму
N

s K =  £  1п 2 +  0, 4 ’П=1

|S  -  S n | =
n=N+1

го ..
V  ___ -___^  n 2 +  0, 4

Д ля оценки остатка ряда используем интегральный признак и 
оценим интеграл

по ГО ГО
у л  1 f  dx f  dx  1
“  n 2 +  0, 4 — J X 2  +  0, 4 — J X 2  N ‘

n=N+ 1 N N

Потребуем, чтобы погрешность метода не превосходила поло­
вины полной погрешности, т. е.

1 £
\ S - S N \ < -  <  -  =  0,25 • IO“ 6,

для этого нужно, чтобы было вычислено N  >  4 ■ 106 слагаемых. 
Так как при сложении абсолютные погрешность складывают­
ся, на подсчет каждого слагаемого (потребуем, чтобы вычисли­
тельная погрешность всей суммы такж е была равна половине 
полной) отводится

Д = ° - 2510_І2-



т. е. 12 верных знаков после запятой, что невозможно сделатв, 
например, если вещественное число имеет форму представле­
ния, описанную ввііне.

Рассмотрим метод, которвій позволяет ускоритв сходимости 
ряда, резко уменьшить число слагаемых, необходимых для обес­
печения заданной точности, и тем самым уменьшить вычисли­
тельную погрешность.

Пусть нужно вычислить исходный ряд

bn
Если известен эталонный ряд, то исходный ряд можно пред­

ставить в виде

П=1
будет иметь более высокую скорость сходимости, чем исходный 
ряд.

В качестве эталонного ряда могут выступать ряды

П= 1
Ряд

n= 1
называется эт алонным  для ИСХОдНОГО? если:

1. Известна сумма ряда B;
2. lim =  Л ф 0.

A — У ' (ап — Abn) +  AB,
n=1

при этом ряд



1 п4
V  -і- =  —  =  1.0823232337....
^  ті 90n= 1

Применим этот прием к ряду, который был рассмотрен в
те 1

качестве примера. Эталоннвій ряд для него у  -= , А =  1.
' n 2П= 1

Новвій ряд

C =  V (у - г  1 - Ь  =  _ Ѵ Ѵ  ° ’4
^  n 2 +  0, 4 n 2 ^  n 2(n2 +  0, 4)"n=1 n=1 '

Оценим для него погрешности метода:

СО
0,4 < 0 4  /  < 0 4 /  — 0,4

j “  и 2(и2 +  0,4) — ’ J  ж2(ж2 +  0,4) — ’ J  ж4 ЗІѴ3
n=N + 1 N N

Чтобы теперв обеспечитв требуемую погрешности метода

достаточно взятв порядка N  =  100 слагаемых и каждое слага­
емое сосчитатв с точноствю до 8 знаков после запятой.

З а м е ч а н и е .  При необходимости процедура ускорения 
сходимости ряда может бытв применена еще раз, к уже по­
лученному ряду. Так, в примере после применения эталонного

те 1
ряда У —г число слагаемых во вновв полученном ряде сокра- n 4

n=1
щается до десятка.



2. Ч исленное реш ение нелинейны х  
уравнений

2.1. П остановка задачи

Рассмотрим задачу о численном решении нелинейных урав­
нений

f  (x) _  0.

Несмотря на внешнюю простоту, нелинейнвіе уравнения крайне 
редко решаются аналитически: даже среди алгебраических эф ­
фективно аналитически решаются толвко квадратнвіе; урав­
нения третвей и четвертой степени хотя и имеют формѵлві 
для аналитического решения (формулы Кардано и Феррари), 
но из-за их громоздкости в настоящее время такие уравнения 
предпочитают решатв численно; уравнения пятой и ввіше сте­
пени хотя и имеют действителвнвій коренв (в силу основной 
теоремы алгебрві), но аналитических формул нет; трансцен- 
дентнвіе же уравнения вообще сложнві для аналитического ре­
шения.

Задача решения нелинейнвіх уравнений состоит из двух эта­
пов: отделения корней и уточнения корней. На первом этапе на­
ходится такой отрезок [a,b], на котором существует коренв (в 
дальнейшем будем обозначать его £), и он единственен. Эта ра­
бота, как правило, проводится аналитически. На втором этапе 
строится последовательность xn , сходящаяся к корню. По спо­
собу построения этой последовательности и различаются чис­
ленные методы. Опишем простейшие из них.

2.2. О писание численны х м етодов реш ения  
нелинейны х уравнений

М етод половинного деления
Пусть на отрезке [a, b] функция f  (x) непрерывна и на кон­

цах отрезка принимает разные знаки: f  (a ) f  (b) <  0, тогда по



теореме Больцано-Кош и на этом отрезке существует корень 
£. На этом утверждении и основан метод. Находим середину 
отрезка с = (а +  b)/2 и сужаем отрезок так, чтобы на его кон­
цах функция принимала разные знаки: если f  ( a ) f  (с) < 0, то в 
качестве нового значения правого конца отрезка нужно взять 
b = с, иначе а = с. Далее деление отрезка повторяется до тех 
пор, пока длина отрезка не станет меньше наперед заданной 
точности £. Алгоритм всегда сходится, но его недостатком яв­
ляется большое число итераций: число итераций не зависит от 
функции, а только от длины отрезка.

З а м е ч а н и е .  Геометрическая интерпретация этого и дру­
гих рассмотренных ниже методов обычно дается на практике, 
поэтому рисунки с иллюстрациями методов приводятся в ме­
тодических разработках по практическим и лабораторным ра­
ботам дисциплины «Численные методы».

М етод касательных (Ньютона)

xü
f(x )

x 1
f(x )  x 1

x 2
повторяется. Из уравнения касательной выводится формула

~ ™ /ОчО%П-\-1 — %п £,( \ •
f  (xn )

xü
цов отрезка, рекомендации по выбору начального приближения 
этого и других методов будут обсуждаться на практических за­
нятиях.

Как будет доказано позже, метод быстро сходится. Но его 
недостатком является необходимость использовать производ­
ную, а эта аналитическая работа не всегда удобна. Поэтому 
используют модификации метода.



Упрощенный (модифицированный) метод Ньютона
Возьмем начальное приближение хо и проведем касатель­

ную к графику функции f  (х) в этой точке. Точку пересечения 
касательной с осью абсцисс обозначим х 1. Далее через точку с 
координатами (хц f  (х 1)) проведем прямую, параллельную пер­
вой касательной. Точку пересечения этой прямой с осью абс­
цисс обозначим х2. Далее процесс повторяется по параллель­
ным прямым. Формула следующая:

f  (xn)
xn+1 — х n

f /(хо) ‘
Этот метод требует вычисления всего одного значения произ­
водной, но проигрывает методу Ньютона в скорости сходимо­
сти.

М етод хорд (неподвижных хорд)

хо
вое приближение хц  Через точки с коордипатами (xo ,f(xo)) 
и (x 1 , f ( x 1)) на графике функции проведем хорду. Точку пе­
ресечения хорды с осью абсцисс обозначим х 2. Далее прово­
дим хорду через точки с координатами (х0, f  (х0)) и (х2, f  (х2)), 
пересечения этой хорды с осью абсцисс обозначим хз и т. д. 
Используя уравнение прямой линии, проходящей через две за­
данные точки, получаем формулу

f  (xn)(xn -  хо)
% п + 1 —  % п  f ( \ '

f  (xn ) -  f  (x0)
Метод подвижных хорд
В отличие от ранее рассмотренных методов, метод подвиж­

ных хорд двухшаговый -  по двум меняющимся значениям счи­
тается третье, а затем происходит переадресация. Возьмем два 
приближения — хо и х ц  Через точки с коорди патами (хо, f  (хо)) 
и (х 1 , f  (х 1)) на графике функции проведем хорду. Точку пере­
сечения хорды с осью абсцисс обозначим х 2. Далее проводим



хорду через точки с координатами ( х ^ Д х ^ )  и (х2, / ( х 2)), пе­
ресечения этой хорды с осью абсцисс обозначим х 3, далее — 
через точки с координатами (х 2, / (х 2)) и (х з ,/(х з ))  и т. д. Ис­
пользуя уравнение прямой линии, проходящей через две задан­
ные точки, получаем формулу

/  (хп)(хп хп— 1)
Х п + 1  =  Х п  г .

/  (хп ) — /  (хп—1)

Из более сложных методов рассмотрим

М етод секущих парабол (Майера)
Пусть вторая производная функции на отрезке ограниче­

на |/" (х ) | <  M  для всех х € [a,b] и константа M  известна. 
По значению функции в очередном приближении, по первой

M
чтобы она пересекала ось абсцисс. Так, для случая / (хп) >  0 
уравнение этой параболы (ветвями вниз) будет

У = / (Х'п) + f ' ( x n)(x -  хп) -  ^ - ( х  -  хп)2.

Найдем точки пересечения этой параболы с осью абсцисс, их 
две, возьмем правую, чтобы процесс дал монотонно возраста­
ющую последовательность

, f ' {xn) +  л/[/'{хп)}2 +  2 М / (хп)
Х п +1  =  Х п  Н-------------------------------------------— ---------------------------------------- .

Докажем, что между хп и хп+1 корней нет. Д ля этого пока­
жем, что граф ик построенной параболы леж ит ниже графика 

/ (х )  / (х )
ности точки хп:

f ( x )  =  f ( x n )  +  f ' ( x n ) ( x  -  х п )  +  ^ Г ~ ( х  -  х п ) 2 ,



где c -  некоторая точка между x и xn . Вычитая из этого урав­
нения уравнение параболы, получаем

у - Я * )  =  М + / " (с)(* - * » ) 2 >  °.

Таким образом, метод дает последователвноств, монотонно при­
ближающуюся к корню. Как толвко нуж ная точноств е бу­
дет достигнута, можно добавитв е к очередному приближе­
нию, следующее приближение будет справа от корня и после- 
дователвноств пойдет к другому корню (формулы в случае 
f ( x n ) <  0 несколвко меняются). Достоинство метода состоит 
в том, что он перебирает все корни на отрезке, если их число 
конечно, т. е. является глобальным.

x n
тода содержится вычитание близких чисел и поэтому нужно ее 
преобразовать, домножив на сопряженное.

2.3. П огреш ность м етодов

Если xn -  очередное приближение, £ -  корень уравнения,
е

условие |xn — £| <  е. Однако это условие нельзя использовать 
для окончания итерационного процесса, так как корень неиз­
вестен. Выведем другую оценку погрешности.

Разложим функцию по формуле Тейлора в окрестности при­
ближения xn и поставим в разложение корень £, получим

0 =  f  (£) =  f (xn) +  f/(c)(£  — xn ^  c € [£ ,x nL

откуда
t  _  f ( x n)

Предположим, | f /(x)| >  m >  0 на отрезке [a,b], тогда

m



и, следовательно, оценку

f ( Xn) к  £ 
m

можно взять в качестве условия, обеспечивающего заданную 
точность.

m
на, то используют эвристическое условие

\x n xn+1\ <  ^ ,

которое, однако, не всегда обеспечивает заданную точность.

2.4 . М етод простой итерации

Чтобы исследовать главный вопрос -  сходимость методов, 
рассмотрим еще один метод, который играет роль некоторого 
унифицированного, к которому сводятся все остальные. 

Перейдем от исходного уравнения

f  (x) _  0

к эквивалентному уравнению в форме

x _  ^(x ).

Методом простой итерации для нелинейных уравнений на­
зовем алгоритм

xn+1 _  ^ (x n ).

Т е о р е м а  3. Пусть функция ^ (x ) непрерывно дифференци­
руема в окрестности корня ф  причем выполняется  \^(ф)\ <  1. 
Тогда, существует такая окрестность U _  (ф — г, ф +  г) корня 
ф  что, взяв начальное приближ ение x0 из этой окрестности, 
мы получим, сходящийся, к ф метод простой итерации.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу непрерывности производной 
выполняется |Д ж )| <  q < 1 в некоторой окрестности U =  (С — 
- r ,  С +  г) корн я £.

Докажем, что если некоторое приближение Xk € U, то 
Xfc+1 € U. В самом деле, по теореме Л агранж а

|xk+1 — С| =  |^ (xk) — Д С)| =  ^ (c)||xk+1 — С |<  |xk+1 — С| <  г-

Таким образом, если взять начальное приближение xo из этой 
окрестности, то все последующие приближения такж е будут в 
этой окрестности. Поэтому имеем

|xk — С |<  q |xk- 1  — С| <  ••• <  qk|xo — Д

откуда следует сходимость xk ^  С при к
З а м е ч а н и е .  Можно доказать также, что если функция 

^(x ) непрерывно дифференцируема в окрестности корня С, при­
чем выполняется |ДС)| >  1, тогда существует такая окрест­
ность U =  (С — г, С +  г) корн я С, что, взяв начальное приближе- 

xo
простой итерации.

2.5 . С ходим ость м етода Н ью тона. К вадратичная  
сходим ость м етода Н ью тона

В качестве примера доказанного утверждения о сходимости 
метода простой итерации докажем сходимость метода Ньюто­
на:

~ ™ /(ж")%П-\~ 1 — %П л// \ •
/  ' (xn )

Метод является частным случаем метода простой итерации, в 
котором

/(x )
ф ) = х ~ ж г

Тогда
//(x ) / /(x )  — /  (x )///(x)

Д (x) =  1 —
[ / /(x)]2



Подставляя корень, в котором f  (£) =  0, получаем

Ч>' (£) =  0.

Таким образом, метод Ньютона сходится, если «удачно», т. е. 
в нужной окрестности корня, взять начальное приближение.

Более того, метод Ньютона обладает квадратичной скоро­
стью сходимости, т. е. расстояние от последующего приближе­
ния до корня убывает пропорционально квадрату расстояния 
от последующего приближения до корня.

В самом деле,

f  , f ( x n) f ( x n ) + f ( x n ) ( £ - x n)£ -  x n+i = £ -  x n + — — - = ------------ —— г------------ .
f ' ( xn)  f ' ( xn)

Но используя разложение по формуле Тейлора, получаем 

0 =  /(£ )  =  f { x n) +  /(ж „ )(£  -  х п ) +  ^ /" (с )(£  -  х п)2,

тогда
,  1 / " ( с ) « - * „ ) 2

г ы  •

Если |f '(x ) | >  m >  0  |f ''(x ) | <  M  на отрезке [a,b], то 

I» „ I /  1 M \ £ - X n \ 2
К <  2  m ■

Введем величину

1 M |£ -  xn|
Tn  = -------------------------------- ,2 m ’

тогда

_  1 M |£ -  xn+1| M  1 M |£ -  xn |2   2
Xn+ 1 — 0 Ф 0 0 — rn ,2 m  2m 2 m

^ 2 ^ 4 ^  ^  2n+1rn+1 <  rn <  r n- 1  <  ••• <  Tg ,

что и означает квадратичную скорость сходимости.



3. Ч исленны е методы  реш ения задач  
линейной алгебры

Среди многочисленных задач линейной алгебры наиболь­
шее значение имеет задача о решении линейных систем, к ко­
торой сводятся другие задачи. Рассмотрим эту задачу.

3.1. Ч исленны е методы  реш ения линейны х  
систем . К лассиф икация м етодов

Пусть дана линейная неоднородная система

йцЖі +  йі2 Х2 +  ••• +  a in Xn — bi,
Я21Ж1 +  a22 X2 +  ••• +  a2n Xn =  &2,

an ix 1 +  an2X2 +  ••• +  annxn — bn •\

Введем обозначения:

тогда система запишется в виде

Ax — b.

Будем предполагать, что определитель матрицы A отличен 
от нуля, т. е. система имеет единственное решение.

Все численные методы делятся на две группы: точные и 
итерационные.

В точных методах за конечное число шагов достигается 
точное решение системы. В итерационных методах за конеч­
ное число шагов достигается лишь некоторое приближение к 
точному решению.



Рассмотрим сначала группу точных методов. Основной кри­
терий при ввіборе точнвіх методов -  число операций, необ­
ходимых для решения системы. При этом под количеством 
операций обвічно понимают количество операций умножения, 
так как на современник ввічислителвнвіх устройствах опера­
ции сложения и ввічитания выполняются настолвко бвістро 
по сравнению с операцией умножения, что ими пренебрегают 
в расчетах затрат времени, а операция деления встречается 
крайне редко, ее стараются избегатв.

Известный из курса алгебры метод Крамера для решения 
линейных систем, относящийся к точным методам, в этом смыс­
ле крайне нерационален, число операций растет как факториал 
относителвно размерности n  системы. Д аж е на современных 
компвютерах для решения систем размерности 20 потребует­
ся 108 лет. А приходится решатв системы и гораздо болвшей 
размерности.

Совсем другая ситуация с методом исключения неизвест­
ных Гаусса, который такж е относится к точным методам. Там 
число операции имеет порядок n  и для решения той же зада­
чи потребуется менее секунды. Недостаток классической схемы 
исключения неизвестных — многочисленные переходы от одной 
матрицы к другой. Эта схема предназначена для аналитическо­
го счета, но не для программирования алгоритма. Рассмотрим 
вариант этого метода, который позволяет осѵществитв переход 
от исходной матрицы к последней за один шаг.

3.2. К омпактная схем а Гаусса

Д ля того чтобы изложение алгоритма было понятнее, рас­
пишем его для системы размерности 4. Пусть решается система

a iix i  +  ai2x2 +  ai3x3 +  ai4 x4 =  a i5 , 
a2ixi +  a22x2 +  a23x3 +  a24 x4 =  a25,<
a3ixi +  a32x2 +  a33x3 +  a34 x4 =  a35, 
a4ixi +  a42x2 +  a43x3 +  a44 x4 =  a45.

V



Таким образом,

A =

(  a 11 a 12 a 13 a 14 \
a21 a 22 a 23 a24
аз1 Й32 Й33 Й34

V a41 a42 a43 Й44

Рассмотрим вспомогательную задачу факторизации матри- 
A

A =  BC,

где матрица B  -  левая треугольная, C -  правая треугольная, 
по главной диагонали которой стоят единицы:

B  =

/ b11 0 0 0 \ / i c12 c13 c14 \
b21 b22 0 0

, C  =
0 i c23 c24

b31 b32 b33 0 0 0 i c34
V b41 b42 Co b44 / V 0 0 0 i /

Запись этих двух матриц можно объединить в одну (подра­
зумевается, но не пишется, что на главной диагонали матрицы 
C

A* =

f bn c12 c13 c14 \
b21 b22 c23 c24
b31 b32 b33 c34

К b41 b42 Co b44 /
Расписывая элементы первого столбца произведения мат- 
B C

a 11 =  b11 c11 =  b11, a 21 =  b21, a 31 =  b31, a41 =  b41,

т. e. первый столбец «новой» матрицы A* совпадает с первым
A



Расписывая элементы первой строки произведения матриц 
B  и C, получаем

a 12 — b11 c12, a 13 — b11ci3, a i4 =  b1lCl4,

откуда
a i 2 а із a i4

c 12 —  T — ) C 13  —  T — ) c 14  —  T — )bii bii bii
т. e. элементы первой строки «новой» матрицы A* получаются
из соответствующих элементов «старой» матрицы A делением 
на диагоналвнБій элемент «новой» матрицы.

Расписвівая элементы второго столбца произведения мат­
риц B  и C, получаем

a22 — b21 Cl2 +  b22 , a32 — ЬзіСі2 +  Ьз2 , a42 — b4lCl2 +  b42,

откуда

b22 — a 22 — b21c12, b32 — a 32 — ^ і С ^  b42 — a42 — b41 c12,

B
ветствѵющих элементов «старой» матрицы A, из которвіх нуж­
но ввічеств произведение уже подсчитаннвіх соответствующих 
(стоящих в той же строке и колонке) элементов «новой» мат­
рицы.

Расписвівая элементы второй строки произведения матриц 
B C

a23 — b21 Ci3 +  b22C23, a24 — b2lCi4 +  b22C24,

откуда
a 23 — b21c13 a 24 — b21c14

c 23  —   Г-------------- , C 24  —   Г-------------- )
b22 b22

C
A

нужно ввічеств произведение уже подсчитаннвіх соответству­
ющих (стоящих в той же строке и колонке) элементов «новой»



м а т р и ц ы  и  з а т е м  п о д е л и т ь  н а  д и а г о н а л ь н ы й  э л е м е н т  « н о в о й »  

м а т р и ц ы .

А н а л о г и ч н ы м  о б р а з о м  п о с л е д о в а т е л ь н о  п о л у ч а ю т с я  о с т а в ­

ш и е с я  э л е м е н т ы  « н о в о й »  м а т р и ц ы :

b33 =  a 33 — b3 i c i3  — b32c 2 3 , b43 =  a 43 — b4 i c i3  — b42c 2 3 ,

a 34 — b 3 i c i4  — b32 c 24 
С34 = -------------------Г----------------------- )

033

644 =  a 44 — &4iCi4 — &42C24 — ^43 C3 4 .

Т а к и м  о б р а з о м ,  м о ж е м  с ф о р м у л и р о в а т ь  о б щ и е  п р а в и л а .

П о с л е д о в а т е л ь н о  с ч и т а ю т с я  с т о л б е ц ,  з а т е м  с т р о к а ,  с н о в а  

с т о л б е ц ,  с н о в а  с т р о к а  и  т . д .  « н о в о й »  м а т р и ц ы .  Э л е м е н т ы  м а т ­

р и ц ы  B ,  т . е . э л е м е н т ы  « н о в о й »  м а т р и ц ы ,  с т о я щ и е  н и ж е  и  н а  

г л а в н о й  д и а г о н а л и ,  п о л у ч а ю т с я  и з  с о о т в е т с т в у ю щ и х  э л е м е н ­

т о в  « с т а р о й »  м а т р и ц ы  A ,  и з  к о т о р ы х  н у ж н о  в ы ч е с т ь  п р о и з ­

в е д е н и е  у ж е  п о д с ч и т а н н ы х  с о о т в е т с т в у ю щ и х  ( с т о я щ и х  в  т о й  

ж е  с т р о к е  и  к о л о н к е )  э л е м е н т о в  « н о в о й »  м а т р и ц ы .  Э л е м е н т ы  

м а т р и ц ы  C ,  т . е .  э л е м е н т ы  « н о в о й »  м а т р и ц ы ,  с т о я щ и е  в ы ш е  

г л а в н о й  д и а г о н а л и ,  п о л у ч а ю т с я  и з  с о о т в е т с т в у ю щ и х  э л е м е н -

A

д е н и е  у ж е  п о д с ч и т а н н ы х  с о о т в е т с т в у ю щ и х  ( с т о я щ и х  в  т о й  ж е  

с т р о к е  и  к о л о н к е )  э л е м е н т о в  « н о в о й »  м а т р и ц ы  и  в с ё  п о д е л и т ь  

н а  д и а г о н а л ь н ы й  э л е м е н т  н о в о й  м а т р и ц ы .

О б щ и е  ф о р м у л ы  с л е д у ю щ и е :  

j - i

bij =  aij 'У ) bik ck j , j  =  ^ . . ^ щ  i =  ф . . . , Щ 
k=i

i - i
aij JO bik ckj

Cij =  -------- ^ --------- , i  =  1 , . . .  , n  -  1, j  =  i +  1 , . . .  ,n .
bii

A x  =  b

ж и м ,  ч т о  р е ш е н а  з а д а ч а  ф а к т о р и з а ц и и  A  =  B C ,  т о г д а  п о л у ­

ч а е м  B C x  =  b и ,  о б о з н а ч а я  C x  =  у ,  с в о д и м  и с х о д н у ю  з а д а ч у  к



задаче решения двух систем с треугольными матрицами:

By =  b,
Cx =  y.

Распишем для нашего случая n  =  4 первую из этих систем:

Ь11У1 =  a 15,
b21 У1 +  b22 У2 =  a 25,
Ь31У1 +  b32 У2 +  b33 Уз =  a35,
Ь41У1 +  b42 У2 +  b43 У3 +  Ь44У4 =  a45.

\

Отсюда

_  а-2Б~Ь21У1 
, &22

” -  Ьзз ’
_  (а4Б-Ь412/1-Ь 422/2-Ь 432/з)

{У4 -  644 >
т. е. формулы для у̂  такие же, как и для 0 5̂ . Тогда, введя 
обозначения =  уц мы можем унифицировать действия с ос­
новной матрицей и столбцом правых частей исходной системы. 
Введем «старую» расширенную матрицу Ä и «новую» расши­
ренную матрицу Ä* :

Й12 Й13 a 14 Й15 'N
^22 Й23 a 24 a25
a32 a33 a34 a35 ,
a42 a43 a44 a45

b11 c12 c13 c14 c15
b21 b22 c23 c24 c25
b31 b32 b33 c34 c35

V b41 b42 b43 b44 c45
Переход от элементов «старой» матрицы к элементам «новой» 
матрицы осуществляется по указанным выше правилам. Это

Ä  =

a 11 
a21 
a31 
a41



прямой ход в схеме исключения неизвестных, представляющий 
собой тройной цикл с числом операций, пропорциональным та3.

Обратный ход алгоритма состоит в решении системы

C x =  y

и представляет собой двойной цикл.
З а м е ч а н и е  1. Как показывают формулы алгоритма, ком­

пактная схема Гаусса осуществима тогда и только тогда, когда 
все диагональные элементы Ьц отличны от нуля. В терминах 
исходной матрицы это выполняется тогда и только тогда, когда 
все главные миноры матрицы A отличны от нуля.

З а м е ч а н и е  2. Если элементы Ьц (главные элементы) 
отличны от нуля, но близки к нулю по абсолютной величине, 
то при делении на малую величину может возникнуть боль­
ш ая погрешность. Чтобы избежать этого явления, применяют 
модификации компактной схемы Гаусса: схему с выбором глав­
ного элемента по колонке, схему с выбором главного элемента 
по строке, схему с выбором главного элемента по всей матрице.

З а м е ч а н и е  3. С помощью компактной схемы можно 
считать определители квадратных матриц. В силу того, что 
определитель произведения матриц равен произведению опре­
делителей матриц, а матрицы B  и C  треугольные, получаем

n
det(A) =  det(B C ) =  de t(B )det(C ) =  det(B ) =  bjj.

i=1

Компактная схема Гаусса является одним из самых эф ф ек­
тивных алгоритмов вычисления определителей, и этот алго­
ритм содержится во многих пакетах прикладных программ.

З а м е ч а н и е  4. Компактной схемой Гаусса можно эф ­
фективно решать несколько систем с одной и той же основной 

A
расширенную матрицу A  дописываются новые столбцы правых 

B
возрастет не сильно.



З а м е ч а н и е  5. С помощью компактной схемы можно 
считать обратные матрицы. В самом деле, пусть X  = Л —1, 
тогда матрица X  является решением матричного уравнения

A X  =  E,

где E  -  единичная матрица. Через x % обозначим столбцы мат­
рицы X , через ег -  столбец, на i-м месте ѵ которого стоит 1, а 
остальные координаты равны нулю. Тогда получаем n  систем 
линейных уравнений

A x i = ei

с одной и той же основной матрицей. Эти системы эфф ектив­
но, согласно замечанию 4, одновременно решаются компактной 
схемой Гаусса.

3.3 . Т рехдиагональная прогонка

Кроме компактной схемы Гаусса, существует много других 
точных методов, некоторые из них используют специфику си­
стемы. Так, метод квадратного корня, который использует сим-

A
Но особо эффективным и потому часто применяемым является 
алгоритм прогонки, который использует трехдиагональность 

A
отличны от нуля только элементы, стоящие на главной диаго­
нали и на двух соседних.

Рассмотрим систему с трехдиагональной матрицей:

b1x 1 +  c1x 2 =  di, 
a 2x i +  b2x 2 +  c2x 3 =  d2,

a ixi— 1 +  bix i +  cix i+1   di,

„ anxn—1 +  bnxn =  dn •

x 1 x 2
x2 x3



линейную связь предыдущего неизвестного через последующее 
(обратный ход прогонки):

х і—1 — Aix i +  ДЦ

Aj и д і называются прогоночными коэффициентами. Чтобы их 
определить, подставим это выражение в i-e уравнение

ai (Aix i +  Ді) +  bix i +  Ci x i+1 — di ,

откуда
ci di «іДі

= ---- т—ГТГЖі+і Н г— гду-aiAi +  bi a iAi +  bi
Получили связь между предыдущим и последующим неизвест­
ным и, согласно обозначениям,

Л Ci di «іДі
Лг+1 =  л —7“) Дг+1 =   л —Г-a iAi +  bi a iAi +  bi

Д ля того чтобы начинать счет прогоночных коэффициен­
тов по этим формулам, выразим Х1 из первого уравнения си­
стемы:

C1 , Ф
Жі =  - Т - Х2  + 7—,

b1 b1
откуда

C1 d1
д2 — _ 7Г’ — 7Г-b1 b1

Сравнивая эти формулы с общими формулами для прогоноч­
ных коэффициентов, получаем, что цикл нужно начинать с

A1 =  0, д 1 =  0.

Д ля того чтобы вывести формулу, с которой нужно начи­
нать обратный ход прогонки, подставим xn - 1 в последнее урав­
нение системы:

ara(Araxra +  Дга) +  bnxn =  Фо



откуда
  dn — andn _

%п — Г , — Дга+1)
an An + bn

т. е. обратный ход нужно начинать с формулы

xn — Дп+ і -

Алгоритм прогонки очень эффективен, так как число опе­
раций линейно относительно размерности системы и, этот ф акт 
дает возможность решать системы очень большой размерно­
сти.

Установим условия, при которых прогонка осуществима. 
Будем говорить, что матрица обладает диагональным, пре­

обладанием , если для каждой строки модуль диагонального 
элемента больше суммы модулей всех других элементов этой 
строки.

A
чает, что

Ai — lbi| la iI |cj| >  0

для всех i — 1, 2 , . . .  ,n.
Лемма 1. Пусть для основной матрицы системы выполне­

ны условия диагонального преобладания. Тогда выполняется

I Ai| <  1

для всех i — 1, 2 , . . .  ,n.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проверим утверждение леммы ин- 

i
Б аза индукции выполняется, так как Ai — 0.
Предположим, что |Ai| <  1, докажем, что |Ai+i| <  1. В силу 

диагонального преобладания имеем оценку

|a iAi +  Ф |bi | |a i ||Ai | Ф |bi | |ai |   A i +  |ci | .

По формулам прогоночных коэффициентов

|Лг+і1 =  \аг\ г + Ъг\ -  Д і +  L ll <  L 
35



С л е д с т в и е .  В условиях диагоналвного преобладания про­
гонка осуществима.

Это ввітекает из того, что в процессе доказателвства леммы 
мві показали, что модѵлв знаменателя в формулах для прого- 
ночнвіх коэффициентов оценивается снизу положителвной ве­
ЛИ Ч И Н О Й .

Докажем такж е важное утверждение об оценке решений си­
стемы с трехдиагоналвной матрицей. Это утверждение часто 
применяется для доказателвства устойчивости алгоритмов, в 
которвіх исполвзуется прогонка.

Лемма 2. Пѵств для основной матрицы системы выполне­
ны условия диагоналвного преобладания. Тогда выполняется 
оценка координат решения системы

I I <г 1̂ 1max \хЛ < max ——.
1<i<n 1<i<n Д і

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусти j  -  тот номер, на котором 
достигается

max IxJ =  |x,-|.
1<i<n

Рассмотрим j-e  уравнение системы

(Xj x j —1 bj x j  Cj x j+1 — d j ,

откуда
bj x j =  dj — Xj x j —1 — Cj xj+1,

|bj ||x j | <  |dj | +  К ||x j —1| +  |cj ||x j+1 | <  |dj | +  ( |a j | +  |cj |) |x j |.

Перенося последнее слагаемое в левую части неравенства, по­
лучаем

A j |xj | <  |dj |,
или

I I I I ^  | d j  | ^  | di |max \хЛ = \Xj \ <  —г~ <  max ——,
1<i<n' ' ' _  A j _  1<i<n Д

что и требовал оси доказатв.



3.4. Н ормы  матриц

Прежде чем рассматривать итерационные методы решения 
линейных систем, рассмотрим вспомогательный аппарат: по­
нятие нормы квадратной матрицы. Данное понятие вводится 
по аналогии к норме вектора. Вспомним это определение.

Пусть X — n мерный вектор с координатами ж^ Нормой век­
тора называется поставленное в соответствие ж число ||ж||, удо­
влетворяющее свойствам:

1. Д ля всякого вектора ж выполняется ||ж|| >  0, причем 
||ж|| =  0 тогда и только тогда, когда вектор ж нулевой.

2. Д ля всякого вектора ж и скаляра Л выполнявтся ||Аж|| =  
=  |Л|||ж||.

3. Д ля всяких векторов ж и у выполняв тся ||ж +  у|| <  ||ж|| +
+  ІІу І|.

Среди различных видов норм наиболее распространенными 
являются

П

= ^ |жі1,
і= 1
n

( £  ж?)1/ 2,
І= 1

||ж||те =  max |жі|.1<i<n

Пусть А -  квадратная матрица размерности n  х n c  элемен­
тами aij . Нормой матрицы  называется поставленное в соответ- 

A | A| ,
1. Д ля всякой матрицы A выполняет ся ||А|| >  0, причем 

||А|| =  0 тогда и ^отда, когда матрица А нулевая.
2. Д ля всякой матрицы А и скаляра Л выполняв тся ||ЛА|| =  

=  |Л|||А||.
3. Д ля всяких матриц А и B  выполняв тся ||А +  B  || <  ||А|| +  

+  ||.



Это общее определение нормы матрицы. С другой сторо­
ны, при выбранном базисе в векторном пространстве матрице 
соответствует линейное отображение ж ^  Аж, поэтому на мат­
рицу можно смотретв как на линейнвій оператор и ввести его 
норму:

и ||Аж||
\\А\\ =  sup-jj-j j- .

x=0 ||x | |

Это определение зависит от способа введения нормы вектора 
x

Не всякая норма матрицы является подчиненной.
Кроме указанных трех свойств, подчиненная норма матри­

цы удовлетворяет еще следующим свойствам:
4. Д ля всякой матрицы А и вектора ж выполнявтся ||Аж|| <  

< ||А ||||ж ||.
5. Д ля всяких матриц А и В  выполнявтся ||АВ|| <  ||А ||||В ||. 
Укажем без доказателвства формулы, которыми описыва­

ются нормы матриц, подчиненные наиболее распространенным 
векторным нормам.

ІІА ІІ1 =  max V  \ai j \1< 7<n 1<i<n

(поколонная норма);

U  =  max V  |aij\1<t<n 1<j<n

(построчная норма);

ЦДІ2 =  ^ m a x  \ i ( A T A)

(евклидова норма).
В определении евклидовой нормы Ат  означает транспони­

рованную матрицу, АфВ) -  собственные числа матрицы. Опре­
деление евклидовой нормы корректно, так как Ат  А -  сим­
метричная, неотрицателвно определенная матрица, поэтому ее



собственные числа вещественны, неотрицателвнві и под корнем 
стоит неотрицателвное число.

В отличие от поколонной и построчной норм, евклидова 
норма определяется не оченв конструктивно из-за операции 
вычисления собственник чисел, поэтому часто исполвзѵют 
оценку

В дальнейшем будем рассматривать только подчиненные 
нормы.

3.5. М етод простой итерации дл я  реш ения  
систем  линейны х уравнений. К ритерий  
сходимости

Преобразуем исходную систему

Фактически все итерационные методы можно записать в 
таком виде, и главный вопрос в исследовании метода -  условия 
его сходимости. Распишем несколько итераций, взяв начальное

A

||А|І2 =  max |Ai(A)|.

Ax =  b

приближение x (0). Тогда

x (i) =  B x (0) +  C,



x (2) =  B x (i) +  C  =  B 2x (0) +  (E  +  B  )C,

x (m) =  B  mx (0) +  (E  +  B  +  B 2 +  ••• +  B  m - i)C.

Вопрос сходимости упирается в условия сходимости матрично­
го ряда в этой формуле.

Справедливо следующее фундаментальное утверждение о 
сходимости метода простой итерации для линейных систем:

Т е о р е м а  4. Метод простой итерации сходится при лю ­
бом начальном, приближ ении тогда и только тогда, когда все

B

|Ai(B)| <  1.

Доказательство разобьем на ряд вспомогательных утвер­
ждений.

Сначала дадим определение.
е-жордановой формой матрицы  называется квадратная мат­

рица, у которой диагональные клетки являю тся е-жордановыми, 
а остальные клетки нулевые.

е
ной диагонали стоит собственное число матрицы, ниже по со­

е
левые:

( A 0 •• ■ 0 \
е A •• ■ 0

к 0 0 •• ■ A )
Л е м м а  1. Всякая квадратная матрица B  для всякого е >  0

е
B

любое £ >  0, обозначим А  = ^В . По одному из основных 
утверждений линейной алгебры всякую квадратную матрицу 
A



главной стоят единицы), т. е. найдется невырожденная матри­
ца T, такая, что матрица G =  T -1 AT -  жорданова. Умножим 
это соотношение на е, получим

eG =  T  - 1 (eA )T =  T  -1 BT.

Из определения собственного числа B h  =  A(B)h (h -  соб- 
ственнвій вектор) ввітекает, что введенная матрица A имеет 
собственник числа Л(А) =  ^А(В), такие же собственник числа 
имеет жорданова матрица G. Но тогда у матрицві Ge =  eG та­
кие же собственник числа, что и ѵ матрицві B , т. е. матрица 
Ge является е-жордановой формой матрицві B.

Л е м м а  2. Д ля того чтобы B m ^  0 при m ^  то, необходимо
B

ввіполнялосв условие | Ai (B )| <  1.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как G^ =  T -1 B T T -1 B T  =  

=  T -1 B 2T, TO Gf  =  T -1 B mT, и обратно B m =  T G f T - 1 . Из 
свойств подчиненной нормві ввітекает, что

l | Gmi l <l | T - 1 ||||B  m NNT II

и
l|B m | | < | | T  I I IGf  | | |T - 1 1,

матрицы T  и T -1 -  неввірожденнвіе, поэтому сходимости к ну­
левой матрице матрицы B m эквивалентна сходимости к нуле­
вой матрице матрицы G f-

Пусть выполняется |Ai(B)| <  1 для всех собственных чисел 
B

Тогда найдется е >  0, такое, что

m ax |Ai (B)| +  е <  1.
i

Рассмотрим построчную норму матрицы Ge:

||Ge ||те =  max |Ai(Ge)| +  е =  max |Ai(B)| +  e =  q <  1.
i i
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Так как ||Gm|| <  ||Ge ||m, то это означает сходимость к нуле­
вой матрице матрицы Gm и, следовательно, матрицы B m. 

Обратно, пусть Gm ^  0 при m
М атрица Gm состоит из клеток, которые имеют следующую 

структуру: на главной диагонали стоят числа Ai(B)m. Так как 
матрица Gm сходится к нулевой, то Ai(B)m ^  0, что означает 
выполнимость условия |Ai(B)| <  1 для всех собственных чисел 

B
Л е м м а  3. М атричный ряд E  +  B  +  B 2 +—  ■ +  B m +  ••• схо­

дится тогда и только тогда, когда для всех собственных чисел 
матрицы B  выполняется условие |Ai(B)| <  1. При этом

ГО
Y  B m =  (E  — B )—1.
m=0

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть матричный ряд сходится, то­
гда общий член ряда стремится к нулю, т. е. B m ^  0 при 
m ^  <х, а тогда по лемме 2 выполняется |Ai(B)| <  1 для всех

B
Обратно, пусть выполняется |Ai(B)| <  1 для всех собствен- 

B
Рассмотрим тождество

(E  +  B  +  B 2 +  ••• +  B m—1)(E  — B) =  E  — B m,

которое проверяется раскрытием скобок.
E —B

бы это было не так, то система линейных однородных ѵравне- 
ний

(E  — B  )x =  0

x
x B  

A(B) =  1, что противоречит условию |Ai(B)| <  1. Итак, мат- 
E  — B

(E  — B )—1



В полученном соотношении

E  +  B  +  B 2 +  ••• +  B m-1 =  (E  -  B m) ( E  -  B )-1

перейдем к пределу при m то. По лемме 2 выполняется 
B m ^  0 и правая части соотношения стремится к пределу 
(E  -  B )-1
отношения тоже имеет предел и ряд сходится к этому пределу:

ГО
J ^ B m =  (E  -  B )- 1 .
m=0

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы .  Вернемся к соотноше­
нию

x (m) =  B mx (0) +  (E  +  B  +  B 2 +  ••• +  B  m -1)C.

Пусть выполняется |Ai(B)| <  1 для всех собственных чисел 
матрицы B,  тогда то лемме 2 B m ^  0 и первое слагаемое в 
правой части этого соотношения стремится к нулю, а по лемме

(E  -  B )-1
Тогда правая и левая части соотношения имеют предел

x =  (E  -  B ) -1 C.

(E  -  B) x
удовлетворяет соотношению

x =  B x  +  C.

Предположим теперь, что метод простой итерации сходит­
ся при любом начальном приближении, в частности при x (0). 
Тогда последовательность

x (m) =  (E  +  B  +  B 2 +  ••• +  B m -1)C

сходится, поэтому матричный ряд сходится, и по лемме 3 вы­
полняется |Ai(B)| <  1 доя всех собственных чисел матрицы B.



3.6. Д остаточны е условия м етода простой
итерации дл я  реш ения систем  линейны х  
уравнений

Приведенные необходимые и достаточные условия сходимо­
сти метода простой итерации не совсем удобны: они связанві со 
сложной задачей нахождения всех собственник значений мат­
рицы. Следующее вспомогателвное утверждение дает способ 
получения многих проствіх достаточнвіх условий сходимости.

Л е м м а . Модули собственного числа матрицы не превосхо­
дит нормы матрицы:

|Л(В)| <  ||В ||.

Л
рицві В  а ж -  соответствующий собственнвій вектор, тогда по 
определению Вж =  Лж. Из свойств подчиненной нормы ввіте- 
кает

||В||||ж || >  ||Вж|| =  |Лж| =  |Л|||ж||.

ж
| ж|

бѵемое.
Как следствие из этого утверждения и критерия сходимо­

сти метода простой итерации для линейнвіх систем ввітекает

Т е о р е м а  5. Если  ||В || <  1, то мет,од простой итерации 
сходится при любом начальном, приближ ении.

Д о к а з а т е л в с т в о  получается из неравенства

|Л(В)| <  ||В || <  1.

В частности, метод простой итерации сходится, если выпол­
няется одно из следующих условий:

1. Д ля любого j  =  1 , . . . , n
n

|bi j | <  1.
i= 1



2 . £  ЬЪ < 1
i,j=1

3. Д ля любого i =  1, ••• ,n

£ 1  I I < 1 •
j = 1

3.7. М етод Я коби

Конкретные итерационные методы различаются по спосо­
бу перехода от исходной линейной системы к виду, удобному 
для организации итерационного процесса, сходимость которо­
го определяется матрицей B . Рассмотрим простейший способ 
такого перехода.

Пусть дана система
A x  = b

или в координатной форме:

a il  x i +  ai2 Х2 +  
Й21 Xi +  Ü22 Х2 +

■ ■ +  a1nx n — b1j 
' ' +  a 2nxn =  b2)

an ix 1 +  an2x 2 +  ' ' '  +  annxn =  bn •

Выразим x i из первого уравнения, x 2 из второго уравнения
xn

A
систему вида

а 1 п  . .  I b l
а ц Хіп “t“ an >

  a2n д. I a2
a22 n 0,22 ’

— — • • • +ann ann ann

n

n



или в векторной форме:

x =  B x  +  C,

где матрица B  имеет вид

/  о - Д 2-

B =
«2 1
« 2 2

L  Опі _ ип2
ann önn

«12 _Оіп
«И ' йц
0 ... _  02п

' 022

«п2 0ann
Методом Якоби назовем итерационнвій процесс:

x (k+1)   ___0 1 2  __  __  a l n  ^ ѵ ѵ  I a l
1 -  «и X2 ai lXn + « n >

Дк + 1)   «21 Дю _  . . . _  «2п Дю I &2
2 «22 1 «22 «22 ’

„ (*) &ІП Ik) £>i

(fc+1) _  a n j  
'Mn ,(k) (k)  Ц»! »̂v / _ an2 »̂v /__ I ann ^  1 ^2 * * * ~П  ̂ •ann  ̂ ann  ̂ ann

Д ля того чтобві изучитв условия его сходимости, предста­
вим исходную матрицу A в виде A  =  L +  D +  В, где L содер­
ж ит элементы исходной матрицы ниже главной диагонали, все 
осталвнвіе элементы нѵлеввіе, D  -  диагональная матрица, В 
содержит элементы исходной матрицы ввіше главной диагона­
ли. Тогда сделаннвіе преобразования запишутся в матричном 
виде следующим образом:

( L + D + В )х  =  b, D x =  —(L + B )x + b , x =  — D -1 (L + B )x + D -1 b, 

B
шением

B =  —D - 1 (L +  B).

Т е о р е м а  6. П усть ац =  0 для вс ex i =  1, . . . , n .  Тогда для 
сходимости метода Якоби необходимо и достаточно, чтобы 
все корпи уравнения

det(L +  AD +  В) =  0 

удовлетворяли соотношению  |A| <  1.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно доказанному критерию схо­
димости метода простой итерации, метод сходится тогда и толь­
ко тогда, когда все собственные числа матрицы B  по моду­
лю меньше единицы. Выпишем характеристическое уравнение, 
учитывая конкретный вид матрицы в методе Якоби, и проде­
лаем преобразования

0 =  det(AE -  B ) =  det(AE +  D - 1 (L +  R)) =

=  de t(D -1 )det(L  +  AD +  R), 

откуда следует заключение теоремы.

Т е о р е м а  7. Если исходная матрица  A имеет диагональ­
ное преобладание, то м,ет,од Якоби сходится.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В условиях диагонального преобла- 
A B

B IU =  max |bj I1< %<n Emax
K i<n *—* I an I-  -  1<j<n,j 1 w|

<  1,
1< j<n

поэтому, в силу достаточного условия, метод сходится.

3.8. М етод Гауе с а 3  е йд е л я

Посмотрим на покоординатные формулы метода Якоби. Ко­
гда считается вторая координата k +  1-го приближения, уже 
известно поэтому в формулах естественно использовать
уже посчитанные приближения координат. Получаем метод, 
называемый методом Гаусса-Зейделя:

„(k+1)

xn

„ (*) (k) bi  _ £̂Т2_/у.Ѵѵ/ _ _ <£ln_/y»VV I 0*1
—  0.11 Х 2 0,11 Х п  Пі11 ,

 т т * '
« 2 2  1

_  . . . _  Т 2 п  о Л - ѵ  I _«2_
«22 П m 022 ’

  ГГ> 4г; *̂1ann -1-
  /у. V

г» ^ 2  ann 2
  . . . °П

ann

1
X2



Перепишем его в матричной форме, используя те же обо­
значения, что и в методе Якоби:

x (k+ 1) =  D —1 (—L x (k+ 1} — R x (k) +  b).

Чтобы свести к методу простой итерации, приведем подобные 
при x (k+ 1):

D x (k+ 1) +  L x(k+ 1) =  —R x (k) +  b, x (k+ 1) =

=  —(L +  D )—1R x (k) +  (L +  D )—1 b,

B
отношением

B =  —(L +  D )—1R.

Т е о р е м а  8. Пусть  a ii =  0 для вс еж i =  1, . . . , n .  Тогда для 
сходимости метода Гаусса-Зейделя необходимо и достаточ­
но, чтобы все корпи уравнения

det(AL +  AD +  R) =  0

|A| <  1

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно доказанному критерию схо­
димости метода простой итерации, метод сходится тогда и толь-

B
лю меньше единицы. Выпишем характеристическое уравнение, 
учитывая конкретный вид матрицы в методе Гаѵсса-Зейделя, 
и проделаем преобразования:

0 =  det(AE — B) =  det(AE +  (L +  D )—1R) =

=  det((D  +  L )—1)det(A(L +  D) +  R),

откуда следует заключение теоремы.
Без доказательства приведем два достаточных условия схо­

димости метода Гаѵсса-Зейделя.



Т е о р е м а  9. Если исходная матрица, A им,ест, диагональ­
ное преобладание, то метод Гаусса-Зейделя сходится.

A
полож ительно определена, то метод Гаусса-Зейделя сходится.

3.9. Н еустраним ая погреш ность при реш ении  
линейны х систем . О бусловленность матриц

Рассмотрим примеры.
П р и м е р  1. Пусть решается двумерная система

\ x1 +  x2 =  1,
| - x 1  +  x2 =  1,

У которой точное решение x 1 =  0, x 2 =  1. Однако в коэффици­
ентах системы и у чисел в правой части может быть (и реально 
практически всегда бывает) неустранимая погрешность. Пусть 
для простоты такая погрешность есть только в неоднородно­
сти, т. е. решается система

\ x1 +  x2 =  1 +  A bp 
| - x 1  +  x2 =  1 +  Ab2,

где |Ab1| <  e, |Ab2 1 <  e. Возникает вопрос: насколько точное 
решение близко к приближенному, обусловленному такой по­
грешностью, если величина e мала.

Геометрическая интерпретация системы как двух пересека-
e

решение близко к точному. Однако это не всегда так. 
П р и м е р  2. Пусть решается двумерная система

0 .2 x 1 +  x 2 =  1,

x2 =  1,
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у которой точное решение ж1 =  0, ж? =  1. Рассмотрим систему 
с погрешностью в неоднородности:

J  0 .2 ж1 +  ж2 =  1 +  Д&1 ,
|ж 2 =  1 +  ДЬ2,

где |ДЬ1 | <  е, | Д 621 <  е. Геометрическая иллюстрация показы­
вает, что даже если е мало, то приближенное решение может 
значительно отличаться от точного. Это пример «плохой», пло­
хо обѵсловленой системы.

Перейдем к определениям.
Рассмотрим систему с точными коэффициентами и неодно­

родностью
Аж =  6

и систему с погрешностью в неоднородности

А(ж +  Дж) =  6 +  Д 6 .

Ставится вопрос об оценке абсолютной и относительной по­
грешности решения в зависимости от абсолютной и относитель­
ной погрешности в неоднородности.

Вычитая из второй системы первую, получаем

АДж =  Д 6 ,

откуда
Дж =  А- 1Д 6 , ||Дж|| <  ||А- 1 | |||Д 6 ||.

С другой стороны, из неравенства

||А ||||ж ||> ||А ж || =  ||6 ||

получаем



Таким образом,

X J 1 < Ц А Ц Ц л - ч И .I N I  l lb|l
Это неравенство показвівает, во сколвко раз может возрасти 
неустранимая погрешности (относителвная) при решении ли- 
нейнвіх систем.

Числом, обусловлености матрицы  назовем

condA  =  ||A ||||A - 1 ||.

С учетом этого определения оценка перепишется так:

I N I  l lb|l
В случае, когда имеется погрешности не толвко в неодно­

родности, но и в коэффициентах системы, т. е. когда решается 
система

(A +  A A )(x +  А ж) =  b +  Ab, 

имеет место оценка

. . .  „  гппл л ( \ \ М 1 , \ Ш ]||Аж|| <  сопйА  ^ ||Д|| +  цьц )

I N I  1 — condA

Эту оценку приводим без доказателвства.
Отметим некоторые свойства числа обусловленности:
1. condA  >  1.
В самом деле, так как A-1 A =  E , то ||A- 1 ||||A || >  ||A-1 A|| =

=  IIEI =  1.
Заметим, что хорошо обусловленная матрица имеет число 

обусловленности, близкое к единице. Так, в примере 1 в поко­
лонной норме cond1A =  2, а в примере 2, как можно посчитатв, 
cond1A =  12, что приводит к большому влиянию неустранимой 
погрешности в последнем примере.



2. cond(AA) =  AcondA.
Проверяется по определению.

3. Если матрица A симметричная, то

max |A(A)| 
cond2A  = . I ,

mm |A(A)|

Доказательство вытекает из того, что для симметричной мат­
рицы евклидова норма равна максимальному по модулю соб­
ственному числу.



4. Ч исленное реш ение систем нелинейны х  
уравнений

4 .1 . П остановка задачи и предварительны е  
сведения

Рассмотрим систему уравнений

f  1 (ж1, ж2, ••• ,ж„) =  0,
/2(ж1,ж2, ••• ,ж„) =  0,

/п(ж1,ж2, ••• ,ж„) =  0.\

Эту систему можно записать в векторном виде:

F  (X ) =  0,

где вектор X  =  (ж1 ,ж2 , ••• , жп) € Rn , F (X ) -  векторная ф унк­
ция векторного аргумента.

К ак и в случае одного уравнения, задача состоит из двух 
этапов: отделение корней -  нахождение такой области в R n , 
где существует и единственен корень £ € R n , и уточнение кор­
ней -  организация последовательности, сходящейся к корню: 
X k ^  £.

Теория численного решения системы уравнений во многом 
подобна теории численного решения одного уравнения, главное 
отличие состоит в определении производной векторной ф унк­
ции по векторному аргументу.

Существуют разные определении производной векторной 
функции по векторному аргументу. Самыми распространенны­
ми являю тся производные по Фреше и по Гато.

Функция F (X ) называется дифференцируемой по Фреше в 
точке X, если найдется матрица P, такая, что для любого Y  € 
€ R n выполняется

11F (Y ) -  F (X ) -  P (Y -  X )|| =  o(||(Y  -  X )||) ,



где o(||(Y  — X ) II) -  величина более высокого порядка, чем ||(Y —
—X  )ll-

Функция F  ( X ) называется дифференцируемой по направле­
нию Z  в точке X , если для любого Z  € R n найдется матрица 
P, такая, что выполняется

1 і т  Г ( Т  +  f'Z ) —  F( X)  _  p z
t——̂о t

М атрица P  называется производной функции F ( X ) в точке 
X Z

P Z  
назовем дифференцируемой по Рато. Заметим, что из диф ф е­
ренцируемости по Фреше следует дифференцируемость по Га-

P
но сформировать, взяв в качестве направлений Z j = (0, О,--- , 
0,1, 0, ••• , 0) -  j й единичный орт, тогда в качестве производной 

F (X ) X

F ' ( X ) =

(  dh(X)  
дх\

dfn(X)
\ дх\

d f l (X )  \
dxn

dfn(X)
д х п

4 .2 . М етод Н ью тона дл я  реш ения систем  
нелинейны х уравнений

Напомним, что для решения одномерного уравнения f  (x) = 
= 0 метод Ньютона записывался так:

ж(*+і) =  xw _
f ' W

Многомерный аналог можно получить, взяв линейную часть 
в тейлоровском разложении:

0 =  F (X ) =  F (X (k)) +  F ' ( X (k))(X  — X (k)) +  '■' ,
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тогда
X (k+ 1) =  X (k) -  ( F '(X (k)))-1 F (X (k)).

Эти формулы содержат трудоемкую операцию взятия обрат­
ной матрицы, поэтому преобразуем их, перейдя к приращени­
ям:

A X (k) =  X (k+1) -  X (k),

и умножив равенство слева на F '( X (k)). Тогда метод перепи­
шется в виде

F '( X (k) )A X (k) =  - F  (X (k)).

Это метод Н ьютона-Рафсона, называемый такж е методом 
Ньютона-Канторовича. Часто его называют методом линеари­
зации, так как на каждом шаге он представляет собой задачу 
решения линейных систем относительно A X (k), сводя, таким 
образом, задачу о решении нелинейной системы к решению по­
следовательности линейных систем.

4.3 . М етод простой итерации для  реш ения  
систем  нелинейны х уравнений

Перейдем от исходной системы к системе вида

x1 =  ^1 (x b x2, ■ ■ ■ ,xn), 
x2 =  <^2(x1,x2, ■ ■ ■ ,xn),

x3 =  Tn(x1 ,x2, ■ ■ ■ ,x n ),\

или в векторном виде:

X  =  $ (X ).

Методом простой итерации для нелинейных систем, назо­
вем алгоритм

X (k+1) =  $ ( X (k)).



Как и в одномерном случае, метод простой итерации явля­
ется базоввім, так как все другие итерационнвіе методві можно 
представитв как метод простой итерации и тем самым исследо- 
ватв вопрос о сходимости. Справедливо следующее утвержде­
ние:

Т е о р е м а  11. Пусть функция Ф (Х) непрерывно дифферен­
цируема в окрестности решения £ системы, причем выполня­
ется ЦФ^ОІІ <  1 для, подчиненной нормы. Тогда, существует  
такая окрестность U (£) вектора £, что если начальное при­
ближ ение X (0) принадлеж ит этой окрестности, то метод 
простой итерации сходится к £.

Д о к а з а т е л в с т в о .  Рассмотрим разности скалярной 
функции от векторного аргумента p i(Y ) — p i(X ).

Сведем разности значений функции векторного аргумента 
к разности значений функции скалярного аргумента. Введем 
вспомогателвную векторную функцию скалярного аргумента:

X  (t) =  X  +  t(Y  — X ),

тогда
X  (0) =  X, X (1) =  Y,

Pi (Y ) — p i(X ) =  p i(X  (1)) — p i(X  (0 )) =  Фі(1 ) — Фі(0 ).

Здесв ^ i( t)  =  p i(X (t))  -  сложная функция.
Применим к функции ^ i(t)  формулу конечных приращений 

Л агранжа:

■0 i (1 ) — ^ i( 0 ) =  ^ i(c i) ( 1  — 0 ), Ci € [0 ; 1].

Вычисляя производную функции ^ i( t) , получаем



Возвращаясь к векторной функции векторного аргумента, 
получаем

Ф(У) -  $ ( X ) =  B(C1 ,С2 , ••• , cn)(Y -  X ),

где

В  =  B (C1 ,C2 , ••• ,Cn) =

(  Эуі(Х(сі)) 
dxi

dip„(X(c„))
dxi

Эуі(Х(сі)) ^ 
dxn

dip„(X(c„))
dxn

Пусть теперь £ -  решение системы и в силу непрерывно­
сти производной выполняется ||T '(X )|| <  q <  1 в некоторой 
окрестности U (£) вектора £. В силу непрерывности частных 
производных выполняется ||В || <  q <  1 , если принадле­
ж ат этой окрестности. Тогда

||Ф(У) -  T (X )|| < q ||Y  -  X ||.

Сузим U (£) до его подмножества -  некоторого ш ара в той 
метрике, в которой рассматривается подчиненная норма, с цен­
тром в £, обозначать будем так же.

Докажем, что если некоторое приближение X k € U (£), то 
X k+1 € U (£). В самом деле,

||X k+1  -  £ | |< q | |X k -  £ | |< | |X k -  £||.

Таким образом, если взять начальное приближение X 0 из этой 
окрестности, то все последующие приближения такж е будут в 
этой окрестности. Имеем

||X k -  £ | |< q | |X k - 1 -  £ | | < - - - <  qk ||X 0 -  £||,

откуда следует сходимость X k ^  £ при k
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5. И нтерполяция

Теория интерполяции в численных методах важ на как базо- 
ввій аппарат для решения таких задач, как численное диф ф е­
ренцирование, численное интегрирование, численное решение 
дифференциалвнБіх уравнений.

5.1 . П остановка задачи

Данві числа жо,Ж1 , . . . ,ж п , называемые узлами интерполя­
ции (пока для простотві попарно различнвіе), а такж е числа 
/ 0, / 1, . . . ,  / п , называемые значениями в узлах. Требуется най­
ти функцию / (ж), удовлетворяющую интерполяционным усло­
виям:

/ (жі) =  Уд г =  0 , 1 , . . .  , n .

Конечно, если не оговоритв класс функций, то задача ин­
терполяции может иметв неединственное решение. Будем вы­
бирать функцию /  (ж) в  классе линейных комбинаций некото­
рых функций ^і(ж), г =  0 , 1 , . . .  , n  :

/  (ж) =  Со^о (ж) +  С ^ Д ж) +--------+ С „^ „ (ж).

Тогда задача интерполяции сводится к решению линейной си­
стемы относительно коэффициентов Со , С ц . . . ,  Сп :

Со^о(жо) +  С 1^1  (жо) +--------+ С„^„(жо) =  /о,
Со^о(ж1) +  С 1^ 1  (ж1) +--------+ С „^„(ж 1) =  / 1,

 ̂Со^о(ж„) +  С 1^ 1(ж„) +------ + С„^„(жга) =  /п .

Система однозначно разрешима тогда и только тогда, когда ее 
главный определитель отличен от нуля. Это свойство называ­
ется линейной независимостью на системе узлов. Отметим, 
что одна и та же система функций может быть на одной систе­
ме узлов зависимой, а на другой -  независимой.



П р и м е р .  Пусть =  1, ^ 1  =  ж2. Эта система функций 
независима на системе узлов ж0 =  0 , ж1 =  1 , но зависима на 
системе узлов ж0 =  - 1 , ж1 =  1 .

Особую роль играют системы функций, линейно независи­
мые на любой системе узлов. Такие системы функций называ­
ются чебышевскими. Докажем, что система функций ^ 0 =  1, 
^ 1  =  ж, ^ 2 =  ж2, . . . ,  =  жп чебышевская. В самом деле, для
любой системы попарно различных узлов жо, ж1 , . . . , ж п нужно 
проверить отличие от нуля определителя

1 ж0 ж2 . ж0 . жп .. ж0
1 ж 1 ж2 . ж 1 . жп .. ж 1

1 жп ж2 ... жп п

Но это определитель Ван-Дер-Монда, который равен ф[ (ж̂  -

- ж̂ -), и так как узлы попарно различны, то определитель от­
личен от нуля. Система чебышевская.

В дальнейшем мы будем рассматривать только эту систе­
му, изучая, таким образом, задачу интерполяции в классе мно­
гочленов n -й степени. В силу чебышевости этот многочлен, 
/ (ж) =  Ьп (ж) =  С0 +  С 1ж +  С 2ж2 +  ••• +  Спжп, обозначаемый в 
честь Лагранжа, единственным образом решает задачу интер­
поляции. Существуют две формы его конструктивного постро­
ения, применяемые в различных ситуациях.

5.2 . И нтерполяционны й многочлен в ф ор м е  
Л агран ж а

Рассмотрим сначала вспомогательную задачу интерполя­
ции, когда все значения интерполяционного многочлена в уз­
лах равны 0 , за исключением i-го ѵзла, где значение равно 1 .



Решение этой задачи дается формулой
П

В самом деле, при всяком i =  0 ,1 ,. .  . , n  функция Іфж) являет­
ся многочленом n -й степени; простой подстановкой получаем, 
что ) =  1 , ) =  0 , j  =  i, а в силу единственности других
многочленов этой степени, решающих вспомогателвнѵю зада­
чу, нет.

Теперв рассмотрим исходную задачу интерполяции, ее ре­
шение ввіражается формулой

откуда, подставляя выражение для li(ж), получаем формулу 
Лагранжа:

З а м е ч а н и е .  Интерполяционный многочлен в форме Л аг­
ранж а удобно применятв, когда узлы интерполяции зафикси­
рованы, а меняются значения функции (или функций).

5.3. П огреш ность интерполяционного

Будем предполагатв, что выполняются требуемые для дей­
ствий условия гладкости, в данном случае, что интерполируе­
мая функция f  (ж) n  +  1-раз непрерывно дифференцируема.

Обозначим погрешности интерполяции R n (x) =  f  (ж )-Ln (x). 
По постановке задачи погрешности интерполяции в узлах жо, 
ж і , . . . ,ж п равна нулю. Но такие же корни имеет функция

П

i=0

n n

м ногочлена Л агран ж а

^ п(ж) =  (ж — ж0)(ж — ж1) ••• (ж — жп).



Представим погрешность в виде

Rn(x) =  K  (x)wn(x)

и попробуем найти функцию K ^ •З а ф и к с и р у е м  число x =  
=  x i ,i  =  0 ,  ̂ • • , n  и введем вспомогательную функцию

F  (x) =  f  (x) — Ln (x) — K  (x)wn(x)"

Функция F (x ) имеет по крайней мере n  +  2 различных корня -  
ѵзлы интерполяции x o ,x i , ••• ,x n , и число x  ̂ По теореме Ролл я 
ее первая производная F '(x )  имеет по крайней мере n  +  1 раз-

n + 1

мере один корень, обозначим его £. Таким образом,

F (n+1) (£) =  0 ^

Но

поэтому

F  (n+1)(x) =  f  (n+1) (x) — K  (x)(n  +  1)!,

f  ( n +1 ) ( 0  — K  (x)(n  +  1 ) ! =  0 ,

откуда

K  (x) = / (ra+1)(0  
(n +  1)! '

Подставим K (x) в формулу для погрешности интерполяции, 
расфиксировав x, получаем

f  (п+1)(Л
^™(Ж) =  ( I 1Д € [жо,жі, • • • ,жга,ж].(n +  1)!

Здесь и в дальнейшем [xo,xi, ■■ ,x n , x] означает наименьший 
отрезок, содержащий ѵзлы интерполяции x o ,x i, ■■■ ,x n и точку 
x



5.4. Разделен ны е разности и интерполяционны й  
многочлен в ф ор м е Н ью тона

Д ля того чтобы построить интерполяционный многочлен в 
другой форме, более удобной в некоторых ситуациях, необхо­
димо познакомиться с элементами теории разделенных разно­
стей, созданной Ньютоном.

Разделенные разности вводятся рекѵррентно. Пусть даны 
попарно различные узлы x o ,x 1,. . . , x n и значения в узлах / 0, 
/ 1 , . . . , /n .

Разделенными разностями нулевого порядка назовем зна­
чения в узлах / (xi) =  Д.

Разделенной разностью первого порядка, по узлам Xi,Xj  на­
зовем величину

/ ь . , ч ) =  ^ л ! Ы .
Xi Xj

k
k - 1

Разделенной разностью  k -го порядка, по узлам x 0 , x 1, . . . ,X k  
назовем величину

/>/ \ f  (x1 , x 2 , . . . ,  x k) f  (x0 , X1 , . . . , x k - 1)f { x o , x  1 , . . . , x k) = ------------------------------------------------------ .
Xk -  X0

Среди свойств разделенных разностей отметим следующее 
представление:

Лемма.

f ( x 0 , X Х п ) =  ^ 2
f  (xk )

k=0  П  (Xk -  Xi)
i=0,i=k

Д о к а з а т е л ь с т в о  проведем индукцией по п. 
База, индукции при п = 1 :

n



f ( x о Жі) =  ~  = / ( ж°) +  / ( жі)
Хо — Xl Xo — Xl Xl — Xo

Ж аг индукции. Предположим, что представление справед­
ливо при п — 1, докажем представление при п. По определению 
разделенной разности n -го порядка и по индуктивному пред­
положению получаем, приводя подобнвіе:

. . f  (x 1, x 2 , • ••, Xn ) f  (x0 , X1, •••,  Xn—1)
J (я̂ СЬ *̂ 1 > • • • > J — —

Xn X0

=   f ( x k) у л  _________/ ( s fc)_________  =
2-̂ t n—i 2 .̂  n
k= 0 (xo — Xn) П  (x k — Xi) k=1  (x0 — xn) П  (xk — x i)

i=0,i=k г=1,г=к

f ( x  o) +  /(a?n) |
n n— 1
П  (x0 — Xi) П  (Xn — Xi)
i= 1 i=0

+ Ё  -------------- 1 1, w  n- l  Xk — X0 Xk — Xn
k= 1 (X0 — Xn) Ц  (Xk — Xi) 

i= 1,i=k

f ( x  o) /(a?n) /(ж*)
n 1

П  (x0 — Xi) П  (Xn — Xi) k= 1 П  (Xk — Xi)
n n—1

(X0 — Xi)
i=1 i=0 i=0 ,i=k

/  (Xk)
E
k=0 (Xk — Xi)

i=0,i=k
Лемма доказана.

З а м е ч а н и е .  Из леммы, в частности, следует, что разде­
ленная разности является симметричной функцией своих ар­
гументов, т. е. порядок аргументов можно менять.

Вернемся к решению задачи интерполяции. Справедливо 
утверждение

1

n



Теорема 12.
A. Ln(x) =  f  (x o )+ f (xo ,X l)(x -X 0 ) + f  (xo,Xl ,Ж2)(ж-Ж0 ) ( x - x i ) +

+------- + f  (xo, ■ ■ ■ ,x „ )(x  -  xo) ••• (x -  x „ - l) .
Б. R„(x) =  f  (x, xo, ■ ■ ■ ,x „ )(x  -  xo) ••• (x -  x„).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем сначала часть Б. Исполь­
зуя определение погрешности интерполяции и формулу интер­
поляционного многочлена в форме Лагранж а, получаем

а д  = f(x )  -  Ln (x) = f(x )  -  f (x i)  П
• n • n • / • x i x ji=o J =o,J=i ^

П /у>__
П  (x -  x j ) i=o г j=o

J=o

Сравнивая выражение в квадратных скобках с утверждением 
x

разности), получаем

П
Rn(x) =  f  (x,xo, ••• ,x„) Л  (x -  x j ).

j=o

Докажем часть A. Возьмем тождество

Ln (x) =  Lo(x) +  (L i (x) -  Lo(x)) +  (L2 (x) -  L i (x)) +  ••• +

+  (Ln (x) -  Ln - 1(x))

и для любого m =  1 , . . . ,  n  рассмотрим разности Lm( x ) - L m - 1 (x). 
Эти разности являются многочленом степени m, имеют m кор­
ней x o ,x i , . . .  ,x m- i  (так как Lm(xj) =  Lm- i(x j)  =  f  для i =  
=  0 , 1 , . . . ,  m -  1 ), следовательно, имеет место представление

Lm(x) -  Lm- i(x )  =  Am(x -  xo)(x -  x i) ••• (x -  xm- i ) .

n



Константу Am найдем, подставляя в разности число жто:

^го(жт ) Lm - 1(жт ) =  f  (жт ) Lm -1(жт ) =

— Ат (жт  ж0 )(жт  ж1) ' ' '  (жт  жт —1) .
С другой стороны, из части Б теоремы вытекает, что

f  (жт ) Lm- 1 (жт ) — f  (xm, x 0 , ' ' '  , жт —1)(жт  ж0 )(жт  ж1) ' ' '

' " (жт  жт —1),
откуда =  /  (жт ,ж0, ••• ,жто-1). Подставляя найденнвіе вы­
ражения в тождество, получаем части А теоремы.

З а м е ч а н и е  1. Интерполяционный многочлен в форме 
Ньютона удобно применять, когда интерполируемая функция 
зафиксирована, а узлы интерполяции добавляются для обеспе­
чения большей точности. В этом случае коэффициенты много­
члена в форме Ньютона непересчитываются. Вычисления удоб­
но оформлять в виде таблицы разделенных разностей.

З а м е ч а н и е  2. Сравнивая погрешности интерполяцион­
ного многочлена в форме Л агранж а и в форме Ньютона, полу­
чаем связь между разделенными разностями и производными. 
Пусть ѵзлы ж0 ,ж1,...,ж к ; попарно различны. Тогда

f ( x o , x  1 , • • • , х к) = ^  С € [хо,хі, ■ ■ ■ , х к].

5.5. И нтерполяция с кратны ми узлам и

Кратный узел означает, что в этом узле задано не толь­
ко значение интерполируемой функции, но и производные до 
какого-либо порядка. Пусть даны ѵзел ж1 кратности ш ц  ѵзел 
ж2 кратное ти Ш2 и т. д., ѵз ел ж8 кратное ти m s , т. е. следующие 
интерполяционные данные:

ж1 / '(ж ! ) ... / (mi- 1)(ж1),
ж2 /  '(ж2) ... / (m2- 1)(ж2),

ж8 / '(ж ф  ... / (тг,-1)(жф.

65



Всего интерполяционных данных m і +  m 2 +  ••• +  m s =  n  — 1. 
Требуется построить многочлен Н п(ж) (обозначаемый в честь 
Эрмита), степени n  =  m i +  m 2 +  ■ ■ ■ +  m s — 1, удовлетворяющий 
условиям

} (жІ) =  f  (жі) , i =  V . . ^  j  =  0 , . . . ,m i — 1.

Докажем, что эта задача имеет единственное решение. В са­
мом деле, задача представляет собой неоднородную линейную 
систему относительно коэффициентов многочлена Н п(ж). А ли­
нейная неоднородная система имеет единственное решение то­
гда и только тогда, когда соответствующая однородная система

н П )(жі) =  0 , i =  1 , . . . , s ,  j  =  0 , . . . , m i  — 1

имеет лишь тривиальное решение. Но последняя система озна­
чает, что многочлен n -й степени имеет n  +  1 корень (с учетом 
кратности). А это возможно, если только многочлен нулевой.

Д ля того чтобы построить искомый многочлен Эрмита Н п(ж), 
рассмотрим вспомогательные конструкции.

5.6. Р азделен ны е разности с кратны ми узлам и

Пусть даны узлы ж і,ж і+ і,...,ж і+ п , среди которых могут 
быть и совпадающие. Д ля того чтобы определить разделенную 
разность по этим узлам, заменим исходный набор узлов набо­
ром узлов ж |, ж |+ і,. . . ,  ж£+п, который, во-первых, в отличие от 
исходного, состоит из попарно различных узлов, а во-вторых, 
ж|+к ^  жі+к при £ ^  0. Такие наборы можно всегда организо­
вать, например, если узлы жц жі+1, . . . ,  жі+к совпадают, то мож­
но при малом £ взять ж£+ =  жі +  j£ , при j  =  0 , 1 , ■ ■ ■ , k.

Разделенной разностью по возмож но совпадающим, узлам  
назовем

f  (жц жі+ і , .. . ,жі+п) =  lim f  .. . ^ f ^£—— 0

если такой предел существует.



Отметим два частных случая для конструктивного вычис­
ления такой разделенной разности.

А . Пуств среди узлов еств хотя бві одна пара различнвіх. 
Пѵств это перввій ѵзел X i и последиий xi+n . Тогда при ф ик­
сированном £ можно восполвзоватвся реккурентным определе­
нием разделенной разности (ѵзлві различнвіе) и сохранитв при 
переходе к пределу реккѵрентное определение.

/ (Xi , x i+1 , .. - , x i+n) =  lim / (x f , x f+ i , .. . j xf+ J  =f——0

=  lim f ( Xi+l, ■ ■ ■ , X £i + n ) -  f ( x f ,  sf+rc,!) =

£^ °  X t+ n  -  X t

  f  (ж-г+ l ) • • • ) ЯД+га) f  (%i) • • • ) ЯД+га— 1)
Xi-\-n X i

Б .  Пуств все ѵзлы совпадают: x i =  x i+ 1 =  . . .  =  xi+n . Тогда
£

ленных разностей и производнвіх и сохранитв эту связв при 
переходе к пределу.

/  (xi) x i+1  ) . . . )  x i+n)   /  (xi) x i ) . . . )  x i) -----

= lim XU«) = limf—0 ' f—0 n! n!

5.7. И нтерполяционны й многочлен Э рмита

Рассмотрим исходную задачу интерполяции с кратными уз­
лами и возвмем узлы с учетом кратности, введя двойную ну­
мерацию узлов:

x 1,1 — x 1,2 — ' ' '  — x 1,mi j x 2,1 — x 2,2 — ' ' '  — x 2,m2 j ' ' '  j

x s,1 — x s,2 — ' ' '  — x s,ms.
Заменим этот набор узлов набором попарно различных уЗЛОВ:

  /у>̂   . . .    /у»̂ /у>̂----- /у»̂   . . . --- /у»̂ . . .1,1 x 1,2 x 1,mi J x 2,1 x 2,2 x 2,m2 J J
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£ £ £
Xs,1 Xs,2 ' ' '  Xs,ms ,

п
форме Ньютона. Переходя к пределу при е ^  0, получаем

f(mi -1 ) (X1)
Нп(х) =  / ( ж  і )  +  f ' (x i ) (x  -  Xi) Н Ь ^  (ж -  ж і Г 1“  +

+ / (X1,X1 , ••• , X1,X2)(x -  X1)mi +------- +

+ / (X1,X1 , ••• ,X1 , ••• ,Xs)(x -  X1 )mi ••• (x -  Xs)m s-1.

При этом погрешность выражается формулой

Rn(x) =  / (X,X1 ,X1, ••• ,X1 , ••• ,Xs)(x -  X1)mi ••• (ж -  Xs)ms .

Заметим, что формула Эрмита обобщает, с одной стороны, 
формулу Ньютона с ее аппаратом разделенных разностей, а с 
другой стороны, формулу Тейлора с ее аппаратом производ­
ных.

5.8. Д ополнительны е свойства разделенны х  
разностей

Установим связь между разделенными разностями и произ­
водными в общем случае. Выше такая связь была установлена 
в двух частных случаях: когда узлы попарно различны и когда 
все узлы совпадают. По определению

/  (xi ,Xi+1  , . . . ,Xi+n) =  lim /  ( x £ , x £ + 1 , . . . ,X +̂n ) .£——0

Так как узлы ж£, ж£+ 1 , . . . ,  x£+n попарно различные, то для раз­
деленной разности по этим узлам можно воспользоваться свя­
зью с производной и тогда получим

/  (n)(C£)f { x i , x i+i , . . .  , х і+п) = l im ------j— , € [ж£,ж£+і, • • •,< + „]•£—0 n!
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Последовательность ограничена, из нее можно выделить схо­
дящуюся подпоследовательность ^  £, £ €  [xi, x i+ i, •••,  x ^ ^  
Таким образом,

f (n)(£)
/ (яД, ЯД-Щ) • • • ) Жі+га) — j ) С ^ і) х і -\-1 j • • • j ЯД+га]n!

в случае произвольных узлов.
Для дальнейшего нам потребуется умение дифференциро­

вать разделенную разность по одному из узлов. Справедлива 
формула

d
f  ( Т > Я Д + 1 ) • • • ) Я Д+га) =  / (яД  ЯД ЯД, ЯД-ц 1 , . . . , ЖгД-гг.) •

В самом деле, по определению производной и индуктивному 
определению разделенной разности

 ̂ f  (я д  ЯД, Ж і + 1 , . . . , Ж г+га) —

1 • f  (x +  A ^  x i , x i+1 , • • • , x i+n) f  ( x , x i , x i+1 , • • • , x i+n)=  iim -------------------------------------   =
Ax—o A x

=  lim f  (x + A x , x, xi, x i+ i, ••• ,  xi+n) =  f  ( x ,x ,x i  ,x i+ i  ̂ ^ x i + n )  
Ax— o

Аналогичным образом проверяется формула 

d2
^ ,2 /("С ® і+1) • • • ) ЯД+га) — 2 / (яд ЯД ЯД Жj , ЯД-Щ, . . . , ЖгД-гг.)•



6. Ч исленное диф ф еренц и рован и е

Даны узлы X0 ,X1 , . . . , Xn и значения функции в узлах / 0 , / 1 , 
. . . , / n , требуется найти значения производных функции в неко- 
торвіх точках.

6.1 . О бщ ий подход к численном у  
ди ф ф ерен ц ир овани ю

Общий подход состоит в том, что строится интерполяцион­
ный многочлен Ln (x) и он дифференцируется, при этом по­
грешность численного дифференцирования R  равна произ­
водной погрешности интерполяции:

/ /(x) =  Ln (X) +  Rn ( x )  / /(x) ~  Ln (x )  R  =  Rn (X).

6.2 . Ч исленное ди ф ф ерен ц ир овани е no двум  
узлам

Заданы ѵзлы X0 ,X1 (в дальнейшем будем считать, что h =  
=  X1 — X0 >  0) и значения / 0 , / 1  в узлах. Выпишем интер­
поляционный многочлен, например, в форме Ньютона, и его 
продифференцируем.

Li(%) = Джо) +  f(x0,xi)(x -  хо), Ь[(х) = / (ж 0,жі) =  ,
h

тогда формула численного дифференцирования по двум узлам 
будет

/ 1 — / 0 f ( x ) a — — .

Погрешность интерполяции

R 1 (x) =  /  (x, х 0 , х 1 )(x — x 0 )(x  — x 1).

Дифференцируя погрешность, в том числе используя правило 
дифференцирования разделенной разности по узлу, получаем

R  =  R  (х) =  /  (х, X, х 0 , х 1 )(х — х0)(х — х 1) +



+ / (ж, ж0, ж1)(2ж — ж0 — ж1).

ж
от самой формулы. Рассмотрим наиболее важные частные слу­
чаи.

А . Дифференцирование на леввш край ж =  ж0 - Тогда, ис- 
полвзуя связв разделенной разности и производной, получаем

/  "(С)Rd = - f ( x 0, x 0, x i )h  = ----- — h, £ € [х0,хі].

Аналогичнвім образом при дифференцировании на праввш край 
ж =  ж1 получаем

/  ''(С)Rd = f ( x i , x 0, x i )h  = ~ ^ — h, £ G [хо,хі].

Обычно при дифференцировании на леввій или праввій край 
применяют оценку погрешности

\Rd\ <  М 2 = max |/"(ж )|.
2 ж€[жо,жі]

Б .  Дифференцирование на середину х  =  Х°^Х1. Исполвзѵя 
связв разделенной разности и производной, получаем

*  = - Л * * * , < « к * . 1

и оценку

|Д )| <  i r f h 2’ м з =  max |/'"(ж )|.24 ж€[жо,хі]

Сравнивая погрешности численного дифференцирования на 
середину и край, заметим, что порядок малости по h на сере­
дину второй, а на край -  толвко перввш.



6.3. Ч исленное ди ф ф ерен ц ир овани е по трем  
узлам

Пусть даны три равноотстоящих узла — ж0 ,ж і ,ж2 (жі — ж0 =
=  ж2 — жі =  h >  0) и значения f 0 , f 1 , f 2 в узлах. Требуется по­
строить формулы численного дифференцирования для первой 
и второй производной и оценить погрешности.

Выпишем интерполяционный многочлен, например, в ф ор­
ме Ньютона, и продифференцируем его два раза:

L 2 (ж) =  f  (ж0) +  f  (ж0 ,жі )(ж — ж0 ) +  f  (ж0 ,ж і,ж 2)(ж — ж0 )(ж — жі),

4  (ж) =  f  (ж0 , ж і)+ f  (ж0 ,ж і,ж 2)(2ж—ж0 —ж і),Т /2/(ж) =  2 f  (ж0 ,ж і,ж 2). 

Распишем разделенную разность второго порядка:

/ 2  fl fi /о/ I ' / 1  / Л  I   I I ' I r\ / 1  I ------------- ---  ------------

f  (ж0 ,ж і,ж 2) =
f { x i , X 2) -  f ( x 0, x i )  _

2 h 2 h

_  / 0  -  2 /1  +  / 2  

“  2 h2 ■
Формулы численного дифференцирования по трем узлам:

t u  / і _ /о , / о - 2 / і  +  / г ^0 ^/  (ж) рз — - ---------1------ — -------- (2ж -  ж0 -  жі),

/•//(' ', /о -  2/ і  +  / 2
/  И  р  •

ж
ной, мы можем получить несколько вариантов, например, ф ор­
мула численного дифференцирования на левый край (ж =  ж0 ) 
по трем равноотстоящим узлам выглядит так:

t u  \  — З / о  +  4 / і  —  / 2/ ы » --------- ¥ ---------- .

Но наибольшее значение имеет формула численного диф ­
ференцирования для второй производной по трем равноотсто-

ж
распространенных формул в современной математике.



Изучим вопрос о погрешности, особенно формулы для вто­
рой производной. Погрешности интерполяции

R 2 (x) =  f  (x, xo, x i ,x 2)(x -  xo)(x -  x i )(x -  x 2) ,

и вычисление производных становится оченв громоздким. Что- 
бві немного сократитв записи, введем обозначения a i =  x -  
- xi, i =  0 , 1 , 2 , тогда

R 2 (x) =  f  (x ,x o ,x i ,x 2) a o « i« 2 ,

R 2 (x) =  f  (x ,x ,x o ,x i ,x 2) a o a i a 2+

+ f  (x, x o ,x i ,x 2)[a i a 2 +  ao a 2 +  a o a i ].

x
формул численного дифференцирования для первой производ­
ной. Но мві это делатв не будем, а найдем вторую производную:

R '(x )  =  2 f  ( x ,x ,x ,x o ,x i ,x 2) a oa i a 2+

+ 2 f  (x, x, x o ,x i , x 2 ) [ a ia 2 +  a o a 2 +  a o a i ] +

+ 2 f  (x, xo, x i ,x 2)(ao +  a i  +  a 2).

Рассмотрим наиболее важнвій случай -  формулу диф ф е­
ренцирования на середину (x =  x i)  для второй производной. 
Тогда a i =  0, a o =  h, a 2 =  -  h, и в  формуле для погрешности 
остается толвко одно слагаемое:

R  =  R  (xi) =  2 f  ( x i ,x i ,x o ,x i ,x 2) ( - h2).

Ввіражая разделенную разности четвертого порядка через со­
ответствующую производную, получаем погрешности

Rd ==  — е  [жо,жг]

и оценку погрешности

|Да| <  h2, М 4 =  шах [/""(ж)!.
12  хе[хо,Ж2І



6.4. М етод неопределенны х коэф ф ициентов

Приведем простой способ вывода формул численного диф ­
ференцирования, этот способ можно успешно применять и в 
других разделах численных методов. Так как интерполяцион­
ный многочлен линеен относительно значений интерполируе­
мой функции и операция дифференцирования такж е линейна, 
то и формула численного дифференцирования линейна отно­
сительно заданных значений функции. Это дает возможность 
искать формулу в виде линейной комбинации заданных значе­
ний функции. Коэффициенты линейной комбинации можно по­
лучить, подставляя в формулу многочлены, начиная с низших 
степеней, так как интерполяционный многочлен совпадает с 
интерполируемой функцией, которая сама является многочле­
ном не более высокой степени, а дифференцирование сохраняет 
равенство.

Проиллюстрируем метод п р и м е р о м .  Пусть в трех рав­
ноотстоящих узлах ж0 , x 1,x 2 (x 1 -  ж0 =  ж2 -  ж1 =  h >  0 ) заданы 
значения / 0 , / 1, / 2 функции / (ж). Требуется построить форму­
лу для / ;(ж0 ).

Запишем искомую формулу в виде

//(ж 0 ) ~  A /0 +  B / 1 +  C / 2 .

/(X )
ется многочленом не выше второй степени. Последовательно 
подставим в равенство / (ж) =  1 , / (ж) =  ж -  ж0 , / (ж) =  (ж -  ж0 )2 , 
получим систему уравнений

Г0 =  A +  B  +  C 
< 1 =  B h  +  2C H  
[ 0  =  B H 2 +  4C h2 .

Решая эту систему, получаем C  =  - 1/(2h), B  =  2 /h , A =  
=  - 3/(2h). Подставляя коэффициенты, получаем формулу

t it  \ ^  ~ З/о +  4 / і  — / 2/  ы  *  ¥г  .



уже выведенную нами ранее путем построения интерполяци­
онного многочлена и его последующего дифференцирования.

Отметим, что метод неопред ел еннвіх коэффициентов оченв 
удобен для ввівода формул, но не дает оценку погрешностей.

6.5. Н еустраним ая погреш ность при численном  
ди ф ф ерен ц ировани и

На примере формулы численного дифференцирования по 
двум узлам на левый край рассмотрим погрешности с учетом 
неустранимой погрешности.

Пуств вместо точных значений функции /о , / 1  заданы их 
приближенные значения /0  , /^  с погрешностью Af. Оценим 
погрешности формулы

*

h '

С учетом погрешности метода и влияния неустранимой по­
грешности имеем

/
ф />ф /> /> /> /> />ф />ф

M 2 , 2 Af

Таким образом, полная погрешности этой формулы численного 
дифференцирования оценивается (без учета влияния вычисли- 
телвной погрешности) величиной

а  -  МЧ  I 2Af■̂ПОЛ — п п ' 7 •2 h

Эта оценка показывает, что при уменвшении величины ша­
га погрешности сначала уменьшается, а затем увеличивается. 
Причина этого явления состоит в том, что операция численного 
дифференцирования относится к числу некорректных задач,



т. е. задач, в которых малые изменения в исходник даннвіх мо­
гут датв болвшие изменения в резѵлвтате. Это явление харак­
терно не толвко для данной формѵлві, но и для других формул 
численного дифференцирования.

6.6. Вы бор оптимального ш ага при численном  
диф ф еренцировании

Как показывает формула полной погрешности численного 
дифференцирования по двум узлам на леввій край, существует 

h ,
нимальна. Реш ая средствами математического анализа задачу 
на экстремум, получаем

AI (U \ 2Ау 7 о
пол ѵ^опт )  =  Д2 =  опт =  2 у  ,

А-полО^опт) — 2 л / AfM2-

Рассмотрим п р и м е р .  Пѵств даны четырехзначные табли­
цы функции y =  sin x (это означает, что все четыре знака в таб­
лице верные и что неустранимая погрешности A f =  0, 5 ■ 10- 4 ). 
Требуется вычислитв в одном из узлов функцию y =  cos x по 
формуле численного дифференцирования на левый край и оце­
нили количество верных знаков в резѵлвтате. Каким следует

h = h
x

равным 0 ,0 0 1 .
В задаче, прежде всего, нужно определить при данной ин- 

h
M 2 =  1, получаем honm ~  0, 014, т. е. 14 табличных шагов. При 
этом A noA(honm) =  0, 014, т. е. всего один верный знак после 
запятой. И этот резѵлвтат при данной информации улучшить 
за счет выбора шага нелвзя.



7. Ч исленное интегрирование

В отличие от численного дифференцирования, численное 
интегрирование -  корректная задача. Эта одна из самых ста­
рых практических задач математики, ее история отразиласв в 
терминологии (квадратура).

7.1. И нтерполяционны е квадратурны е ф ормулы

Основная задача -  посчитатв приближенно величину опре­
деленного интеграла, исполвзуя ввічисление значений подын- 
тегралвной функции.

Формула вида

Ь n
/  f  (x)dx ^  ^ 2  A kf (x&)

a k=o
назвівается квадратурной.

Один из основных подходов состоит в замене подвінтегралв- 
ной функции интерполяционнвім многочленом и его последу­
ющем интегрировании.

Пусть f  (x) ~  Ln (x), запишем интерполяционнвш много­
член в форме Лагранжа:

n n
L n(x) =  /(* * )  П  “ —X  X  /у> .   /у> ■

k=o j=o,j=k J
подставим его в интеграл и поменяем местами интеграл и сум­
му. Получим

b n b n
f ( x ) d x t t ^ 2 f ( x k) Л  —— — сіж.

■' и п  ■ - n  . y i . xk -  xja k=o a J =o>J=k
Обозначим

b n
. 1, I I

a j=o;J= kxk -  xj



и получим квадратурную формулу, которая называется инт ер­
поляционной квадратурной.

Интерполяционные квадратѵрві обладают свойством, кото­
рое ввіделяет их из всех квадратур.

Т е о р е м а  13. Д л я  того чтобы квадратурная формула бы­
ла интерполяционной, необходимо и достаточно, чтобы она 
была точна для любого многочлена степени n  и ниже.

Н е о б х о д и м о с т и .  Пѵств квадратура интерполяционная, 
т. е. получиласв заменой подвінтегралвной функции ее интер­
поляционным многочленом Ln (x). Но если подвінтегралвная

n
падает с интерполяционным многочленом и квадратура стано­
вится точной.

Д о с т а т о ч н о с т и .  Пусти квадратура точна для любо- 
n

многочлена

Но Qi(xk ) =  0 ,k  =  i, Qi(xi ) =  0, и последняя сумма вырож­
дается в одно слагаемое Л ^ Подставляя в эту ф ормѵлѵ Qi (x), 
получаем

что совпадает с определением интерполяционной квадратуры.
З а м е ч а н и е .  Введем важное определение алгебраической 

степени точности формулы. Число N  называется алгебраиче­
ской степенью точности  формулы, если

П

и получим формулу 

b

b



1) она точна для всех многочленов степени N  и ниже;
2) среди многочленов степени N  +  1 найдется хотя бы один, 

для которого формула неточна.
N

но переформулироватв так: для того чтобы квадратурная ф ор­
мула была интерполяционной, необходимо и достаточно, чтобы

7.2. П огреш ность интерполяционны х  
квадратурны х ф орм ул

Д ля краткости будем применять следующие обозначения:

а для интерполяционных квадратур, ѵ которых S [ f ] получено 
интегрированием интерполяционного многочлена,

Подставляя формулу для погрешности интерполяции, 
получаем

Заметим, что £ зависит от ж, поэтому оценить интеграл в общем 
случае затруднительно. Однако если мы перейдем к модулю

N  >  п.

b

П
S[f] =  f  (ж*),

k=0
тогда по определению погрешность интегрирования

R UHm [f ] =  I  [f ] — S  [f ],

R UHm [f ] =  I  [f ] — I  [Ln] =  I  [f — Ln] =  I  [Rn].



погрешности численного интегрирования, то получим оценку

b

\RuHw{f] \ <  Ml \ \ .  [  \un{x)\dx.
(n +  1 )! J

a

7.3. Элем ентарны е квадратурны е ф ормулы  
(ф орм улы  Н ью тонаЧСотеса)

Элементарные квадратурные формулы (формулы Ньютона- 
Котеса) -  это широко распространенные интерполяционные квад­
ратуры при небольшом количестве узлов и при их стандартном 
расположении.

Их изучение начнем с n  =  0 (один ѵзел).
Формулы прямоугольников. Рассмотрим три случая.
A. xo =  а. Тогда Lo(x) =  f  (xo) =  f  (a),

b

J  f  (a)dx =  f  (a)(b — a)
a

и формула имеет вид 

b

J  f  (x)dx «  f  (a)(b — a).
a

Эта формула называется элементарной формулой левых пря­
моугольников.

Алгебраическая степень точности N  =  0, это можно прове­
рить по определению.

З а м е ч а н и е .  Геометрическая интерпретация этого и дру­
гих рассмотренных ниже методов обычно рассматривается на 
практике, поэтому рисунки с иллюстрациями методов приво­
дятся в методических рекомендациях по практическим и лабо­
раторным работам к дисциплине «Численные методы».



Б . ж0 =  b. Тогда L0 (x) =  f  (b),

b

J  f  (b)dx =  f  (b)(b -  a)

и формула имеет вид 

b

J  f  (x)dx ^  f  (b)(b -  a)

Эта формула называется элементарной формулой правых пря­
моугольников.

Алгебраическая степени точности N  =  0.

Эта формула назвівается элементарной формулой средних пря­
моугольников.

Алгебраическая степени точности N  =  1. Это можно про- 
веритв, подставляя в формулу последователвно 1 , ж, ж2.

Ф о р м у л а  тр а п е ц и й . Пусть теперв n  =  1 (два ѵзла), ж0 =  
=  a, жі =  b. Тогда L i (ж) =  f  (a) +  f  (a,b)(x  — a) =  f  (a) +

B. x 0 =  фИ- Тогда Lo(x) =  Д ф И ),

b

и формула имеет вид 

b

b

J ( f  (a) + ^ 7 — ~ (x — a))dx  =  /(a ) (b  — a )+  
b a



. / ( & ) - / ( « ) ( & -  о) 2 _  / (о )  +  /(i>) ,, ,
+  — ~ а  2  -  2 ^  “  “ >

и формула имеет вид

' № і х  к  т + т ( Ъ - а ) .

Эта формула называется элементарной формулой трапе­
ций.

Алгебраическая степень точности N  =  1.
Ф о р м у л а  С и м п со н а . Пусть п =  2 (три ѵзла), ж0 =  а, 

х \  = х 2 = Ь. Тогда Ь 2(х) = / ( а )  +  / ( а ,  ф ^)(ж  -  а) +
+/(«> ь)(ж - а ) ( х -  ф ^ ) .

Чтобы не проделывать дальнейшее громоздкое расписы­
вание разделенных разностей и последующее интегрирование, 
воспользуемся методом неопределенных коэффициентов. Запи­
шем формулу

b

J  f { x ) d x  33 Af {a )  +  +  С / (ft).
a

Подставим f  (ж) =  1, получим равенство 

b — а =  A +  B  +  C.

Подставим f  (ж) =  ж — а, получим равенство

( і>~ а ) 2  = в ( Т ф  +  с ( ь - а ) .

Подставим f (ж) =  (ж — а)2, получим равенство

( ь ~ а ) 3  = B {b- f 2 + С ( Ь - Л \
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Реш ая эту систему, получим А  = ^(Ь — а), В  = |(Ь  — а), С  = 
= — а), т. е. формула приобретает вид

bJ f ( x )dx  зз - ( / ( о )  +  4 +  / (b)).
a

Эта формула называется элементарной интерполяционной ф ор­
мулой парабол или элементарной формулой Симпсона.

Алгебраическая степени точности N  =  3. Это можно про- 
веритв, подставляя в формулу последователвно 1 , ж, ж2, ж3, ж4.

Формула «3/8». Пусть n  =  3, имеются четвіре равноот­
стоящих узла, расстояние между которвіми тогда жо =  а, 
жі =  % /ф  Ж2 =  Ц р ,  жз =  Ь. Запишем формулу с неопределен- 
нвіми коэффициентами:

b

j  f { x )dx  33 Af {a)  +  B f  +  C f  +  Df(b) .
a

Коэффициенты можно определитв, если подставитв многочле­
ны низших степеней, в резѵлвтате А  = D = В  = С  =
  3 (6 — а )

—  8 *

Полученная формула

b

J  f ( x )dx  33 Ь—̂ -  (а) +  3 /  +  3 /  +
a

называется формулой «3/8».
Заметим, что с увеличением числа узлов элементарные ин­

терполяционные квадратурные формулы всё усложняются, что 
создает препятствия для их практического применения. В свя­
зи с необходимоствю повыситв точности получил распростра­
нение другой подход — составные квадратурные формулы.



7.4. П огреш ность элем ентарны х
интерполяционны х квадратурны х ф орм ул

Рассмотрим погрешность элементарной формулы левых пря­
моугольников. Как уже отмечалось, для интерполяционных квад­
ратурных формул

b

R «Hrn [f ] — 1  [Rn] — J
a

в частности, для элементарной формулы левых прямоугольни­
ков

b b

RuHm[f ] — I[Rn] — J  Ro(x)dx — J  f  (x ,a )(x  -  a)dx.
a a

Воспользуемся известной из математического анализа теоре­
мой о среднем, которая утверждает, что

b b

J  g(x)h(x)dx — g ( c ^ y  h(x)dx, c € [a, b],
a a

если g(x) -  непрерывная фѵнкция, h(x) -  непрерывная ф унк­
ция, сохраняющая знак на отрезке [а, Ь].

Тогда, так как (х — а) >  0 на отрезке [a, b], то по теореме о 
среднем

b b
f  f  (b — a)2/ ( x ,  a) (x—a)dx  =  /(c , a) (x —a)dx  =  / (с , a )    , с € [a, b]

а используя связь разделенной разности и производной, полу­
чаем формулу для погрешности:

Runm [/] = , Г? € [а,Ь],
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\Runm[f]\ <  ~^~(b — a)2.

Аналогичным образом выводится погрешность элементар­
ной формулы правых прямоугольников:

Runmif] = - f ' i r i ) ^3 ^  , Г] € [а, Ъ\.

и ее оценка:

\Runm[f]\ <  —

Рассмотрим погрешность элементарной формулы трапе­
ций.

b b

-Ruh т [/] =  I  [Rn] =  J  R 1(x)dx =  J  /  (x ,a ,b )(x  -  a)(x  -  b)dx.
a a

Исполвзѵя теорему о среднем (так как (x — a)(x — b) <  0 на 
отрезке [a,b]) и считая интеграл, получаем

b b

J  / (x, a, b)(x — a)(x  — b)dx — / (c, a, b) J (x — a)(x  — b)dx —

<> / ,A b — a ) 3
=  - / ( c , a , b ) --------   , cG  a ,b  .

6

Исполвзѵя связв разделенной разности второго порядка и со­
ответствующей производной, получаем формулу для погреш­
ности:

(b — a ) 3
Runm [f] = - f " { n r — ^ L , Ѵ£[а,Ъ].

и ее оценку:

| R „ „ m [ / ] | < ^ f ( b - a ) 3.



Рассмотрим погрешность элементарной формулы средних 
прямоугольников. Прием, основанный на прямом интегрирова­
нии погрешности интерполяции, не проходит, так как теорема 
о среднем неприменима, ибо х  — не сохраняет знак на от­
резке. Оценка модуля погрешности на этом пути может бытв 
получена, но она слишком завышена. Применим прием, осно­
ванный на повышенной алгебраической степени точности ф ор­
мулы N  =  1.

Пусть H i (ж) -  интерполяционный многочлен Эрмита, по- 
строеннвш по одному двухкратному узлу жо = т. е. постро- 
еннвш по Интерполяционнвім даннвім / (Ф ^ ) ,  Так как
в узле хо = функции /(ж ) и Н\ ( х )  совпадают, то для ф ор­
мулы средних прямоѵголвников S [/] =  S[Hi]. Так как H i (ж) -  
многочлен первой степени, а алгебраическая степени точности 
формулы N  =  1, то I  [Hi] =  S  [Hi].

Получаем цепочку соотношений:

я««т  [/] =  I  [/] -  S  [/] =  I  [/] -  S[Hi] =  I  [/] -  I  [Hi] =

=  I  [ / -  H i ] =  I  [Hi].

Посчитаем интеграл от погрешности интерполяции много­
членом H i (ж), исполвзуя теорему о среднем:

b

Д„™,[/] =  Ц Ді] =  /  / ( * ,  -  ^ ) 2<fa =
a

b
t f  а + Ь а + ЬЛ f  a +  b 2 , f " ( j l ) ( b - a ) 3

=  /(c , —^ ^ — ) (ж  — ) dx = — --------—— , г) € [a, ft].
a

Таким образом, получаем формулу для погрешности:

Runm[f] = f 'b i)  ̂  > д G Mb
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\ R u H i n \ f } \  <  ~ 2 Ä ^ )  ~  а ) 3 '

Аналогичный прием применим для вывода погрешности 
элементарной формулы Симпсона, которая обладает повышен­
ной алгебраической степенвю точности формулы N  =  3.

Пусть Нз(ж) -  интерполяционнвш многочлен Эрмита, по- 
строеннвій по двухкратному узлу х \  = и однократным уз­
лам жо =  а и Х2 =  b, т. е. построенный по интерполяционным 
данным / ( а ) ,  / ( ф ^ ) ,  f ' ( - т -̂), /(b ). Так как в узлах /(ж ) и Нз(ж) 
совпадают, то для формулы Симпсона S [ f ] =  S [Нз]. Так как 
Нз (ж) -  многочлен третвей степени, а алгебраическая степени 
точности формулы N  =  3, то I[Н з] =  S [Нз].

Получаем цепочку соотношений:

[f] =  I[f] -  s [ f ]  =  I [ f ] -  S [Нз] =  I [ f ] -  I [Нз] =

=  I [ f  -  Нз] =  I [Нз].

Посчитаем интеграл от погрешности интерполяции много­
членом Ні(ж), исполвзуя теорему о среднем:

b
л г ci / "с/  а +  b а +  b , , , а +  b. 2 ,
Н«кш[/] =  j { x ,  а, -  , -  , 6) (ж — а)(ж — 6) (ж------— ) гіж =

, ,  а +  b а +  b . /". . .  . .  а +  b -2
=  /(с , а, — , b) (ж -  а)(ж -  Ь)(ж — ) dx  =

а

f""(n ) (b -  а ) 5
-, n e  [а,b].24 120

Последний интеграл лучше считатв по частям.
Таким образом, получаем формулу для погрешности:

-й«кш[/] =   ̂ 2880  ̂ ’ ^ G
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7.5. Составны е квадратурны е ф ормулы

Составные квадратурные формѵлві получаются путем раз­
биения отрезка интегрирования на равнвіе части и применения 
на каждом отрезке одинаковвіх элементарных квадратѵрнвіх 
формул. Рассмотрим этот процесс на примере составной фор­
мулы  левых прямоугольников.

Пуств требуется посчитатв
b

Разобьем отрезок интегрирования на m частей с шагом h =  
=  введем точки жі = а + ih, г = 0 , 1 , . . .  , т, разобьем ин- 

m
ментарнѵю формулу левых прямоугольников:

Ь m— 1 Xi+ 1 m— 1 Xi+ 1 m— 1
/ f  (x)dx =  ^  f  (x)dx ^  ^  f  (xi)dx =  h ^  f  (Жі) ,

„ i=0  І. i=0  І. i=0

т. e.
m 1

1  [/] ~  h 53 f  (x i)-.  (X
i=0

Аналогичным образом выводится составная формула, пра­
вых прямоугольников:

m

1  [/] ~  h ^ f (жі)’ 
i=1

составная формула средних прямоугольников:
m

2 'i=0



и составная формула трапеций:

т— 1
Д Ф  !

2 i=1

Выведем составную формулу Симпсона:

т_ і ^Д 1 т — 1
Г Л h

f { x ) d x  и  -  (/(ж ,) + 4 /(ж і +  - )  + / ( ж і+і)).
i=0  X i=0

Приводя подобнвіе, получаем

, т —1 т —1 ,

^[/] ~  б ( / ( ° )  +  ^  +  2 5 3  / (* * )  +  4 5 3  f ( Xi +
i=1  i=0

7.6. П огреш ность составны х квадратурны х  
ф орм ул

Д ля того чтобві получитв погрешноств составной квадра­
турной формѵлві, нужно просуммироватв погрешности элемен­
тарных квадратѵрнвіх формул на каждом отрезке. Так, для 
составной формулы левых прямоугольников

т —1 т —1 h2

Runmif]  =  5 3  Runmif]  =  5 3  f  ^ [жД жг+і]-
i=0  i=0

Отсюда, исполвзуя соотношение m h =  b — a, получаем оценку 
погрешности

\Runm[f]\ <  — — h, M l  =  т а X  |/'(ж)|.
2 xe[a,b]

Эта оценка показвівает, что метод сходится, т. е. погрешноств
h

тегралвная функция непрервівно дифференцируема.



Та же оценка погрешности справедлива для составной фор­
м улы  правых прямоугольников.

Д ля составной формулы средних прямоугольников справед­
лива оценка погрешности

\Runm[f] \ <  М2^  a^ h2, М 2 = max \ f "(x) \ ,
24 xe[a,b]

а для составной формулы трапеций:

\Runm[f] \ <  М2^  а\ 21 М 2 = таX  |/"(ж )|.
12 xe[a,b]

Эти две формулы имеют второй порядок сходимости.
Составная формула Симпсона имеет оценку погрешности

\RuHm[f}\ <  М 4оооП а  ̂Ь4’ М А = max \f""{x)\ .
2 ooU x€[a,b]

7.7. М етод Р ун ге практической оценки  
погреш ности

Выведеннвіе оценки погрешностей на практике применятв 
затруднителвно, так как необходимо делатв оценки соответ­
ствующих производных. Изложим другой метод оценки погреш­
ностей, который позволяет по двум вычисленным значениям 
искомой величины (в данном случае интеграла) оцениватв по­
грешности и уточнятв резѵлвтат.

Пусти требуется вычислитв некоторую идеалвнѵю величину 
I , которая приближенно считается с помощвю величины Sh, 
зависящей от параметра h. Обозначим погрешности через Rh) 
таким образом,

I  =  Sh +  R h.

Предположим, что погрешности представляется в виде асимп­
тотического разложения:

R h =  C hp +  o(hp), 
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где известен порядок р. Вычислим Sh при двух значения пара­
метра h, например, Sh и Sh/2 - 

Из системы уравнений

1 1  =  Sh +  Rh

=  Sh/2 +  Rh/2 

исключим неизвестную величину / ,  получим связи

Sh/2 — Sh +  Rh/2 — R h =  0 .

С другой стороны, отбрасвівая слагаемые более ввісокого 
порядка, чем hp, имеем представление

Rh -  C hp, R h/2 -  C ( h /2 )p,

Rh — 2pRh/2.

Отсюда получаем

Sh/2 — Sh

т. e.

R h/2 2p — 1

2P
Rh ~  2P -  1 ~~

Эти формулы называются формулами Р ут е  практической 
оценки погрешности. Они не толвко позволяют оцениватв по­
грешности, но и уточнятв резулвтат:

„  S h/ 2 -  5/j
1 ~  +  2р _  х •

Рассмотрим применение этого метода к одной из составных 
формул, например, к составной формуле левых прямоугольни­
ков. Сначала нужно доказать, что справедливо асимптотиче­
ское разложение погрешности.



Имеем

m -1 h2 h m -1
R h = RuHw\f] = /;(^)у = f '^ h )

i=0  i=0

b

= ^ ( f  f ' ( x ) d x  + 0(h) ) ,2
a

т. e. для составной формѵлві леввіх прямоѵголвников имеет ме­
сто асимптотическое разложение c p  — 1. Формулы Рѵнге для 
составной формѵлві леввіх прямоѵголвников, так же как и для 
составной формѵлві праввіх прямоѵголвников, следующие:

Rh/ 2 ~  Sh/2 —

R h ~  2(Sh/ 2 — Sh) .

Д ля составной формѵлві трапеций и составной формѵлві 
средних прямоугольников, где p — 2, формулы Рѵнге имеют 
вид:

(Sh/2 — Sh)
r ,

R h

h /2  - g

4(Sh/2 — Sh)
3

Д ля составной формулы Симпсона, где p — 4, формулы 
Рѵнге имеют вид:

R,h/2

R h

^ (Sh/2 - S h )
"  15 ’

1 б ( Sh / 2 — Sh)
15 '



7.8. Ф ормулы наивы сш ей алгебраической  
степени точности

В дальнейшем будем рассматривать задачу о вычислении 
интеграла с весом

b

I  [f] =  J  p ( x ) f  (x)dx
a

с помощью квадратурных формул

b n
/ p ( x ) f (x)dx Ak f  (xk).

a k=0

Весовая функция, которая входит в коэффициенты, использу­
ется, например, при вычислении интегралов с особенностями 
(см. ниже).

Интерполяционные квадратурные формулы обладают ал­
гебраической степенью точности N  >  n, так как их коэффици­
енты Ak  выбираются особым образом (см. раздел 7.1). Но мож-

x k
повышает алгебраическую степень точности.

П р и м е р .  Рассмотрим формулу

1

J  f { x ) d x  ^  Д - ^ р )  +  / ( ^ р ) -
- 1

Ее алгебраическая степень точности N  =  3 (что можно прове­
рить) , а у аналогичной (с тем же количеством узлов) формулы 
трапеций

J  f  (x)dx  и  f  ( - 1 ) +  f  (1)
- 1

алгебраическая степень точности N  =  1.



Перейдем к нахождению условий, обеспечивающих наиввіс- 
шѵю алгебраическую точности. Сначала заметим, что общее 
число параметров (коэффициентов и узлов) 2n  +  2  они обеспе­
чивают условия, а многочлен степени 2n  +  1 содержит столико 
же коэффициентов. Следует ожидатв, что N  =  2n +  1. Это в 
самом деле так при определеннвіх условиях, но доказатв этот 
ф акт непросто.

Справедливо утверждение:

Теорема 14. Д л я  того чтобы квадратурная, формула с ве­
сом была точна для любого многочлена степени  2n + 1  и ниже, 
необходимо и достаточно, чтобы

а) коэффициенты находились по формулам,

б) узлы были т,а,ки,е, что многочлен  шп(ж) =  (ж -  ж0)(ж -  
- x i ) ••• (ж -  жп) был ортогонален с весом любому многочлену  
g (ж) степени n  и, ниж е. Ортогональность с весом многочле­
нов шп (ж) и д(ж) означает, что

Н е о б х о д и м о с т и .  Пѵств квадратурная формула с ве­
сом точна для любого многочлена степени 2n +  1 и ниже. Возв- 
мем в качестве такого многочлена

b

J  р(ж)шп(ж)д(ж)^ж =  0

a

п

и получим формулу



Ho Qi(xk ) =  0, k  = i, Qi (xi ) =  0, и последняя сумма вырож­
дается в одно слагаемое Подставляя в эту ф ормѵлѵ Qi (x), 
получаем

b n
Р(х ) ТТ ~ — — dx = А і .I A. A. nr>. _ /у» .

a j=o,j=iXi Xj
Возьмем любой многочлен g(x) степени не выше n, тогда 

произведение шп (х)д(х) -  многочлен степени не выше 2 n  +  
1 , следовательно, для этого произведения квадратура с весом 
точна и, учитывая, что шп (хк ) =  0 , получаем

b n
/ p(x)un(x)g(x)dx  = ^ 2  ЛкWn(xk)g(xk) =  0 .

a k=o

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Сначала заметим, что так как коэф­
фициенты Лк выбираются из условия замены интегрируемой 
функции ее интерполяционным многочленом, то квадратура с

n
Возьмем любой многочлен Q(x) степени не выше 2n  +  1, 

поделим его на wn (x), т. е. представим в виде

Q(x) =  g(x)wn (x) +  r(x),

где многочлены g(x) и r(x)  имеют ^^^тени не выше n. Тогда в 
силу условий а) и б)

b b b

J  p(x)Q(x)dx  = J  p(x)g(x)wn (x)dx + J  p(x) r (x )dx  =
a a a

n n
= ^ 2  Лкr(xk ) = Y 1  ЛкQ(xk).

k= 0 k= 0

Доказанная теорема дает условия для формул наивысшей 
алгебраической степени точности (квадратуры, Гаусса), но не 
решает вопрос о ее существовании и единственности.



7.9. С ущ ествование и единственность  
квадратуры  Гаусса

Представим многочлен wn (x) в виде разложения по степе­
ням ж:

wn (x) =  xn+1  +  аіжга +  . . .  +  anx +  an+1  =  Q(x).

Обозначения Q(x) будем применять, так как класс таких про­
извольных многочленов степени n  +  1 шире, чем ранее рассмот­
ренные многочлены wn (x).

Распишем условие ортогональности с весом многочлена Q(x) 
степеням x l , l =  0 , 1 , . . .  , n:

b

J  p (x )(x n +1  +  a 1xn +  . . .  +  anx +  an + 1 )xldx =  0 , l =  0 , 1 , . . . , n .
a

Получили линейную неоднородную систему относительно ко­
эффициентов üi. Эта система имеет единственное решение то­
гда и только тогда, когда соответствующая однородная система

b

J p (x )(a 1 x n +  . . .  +  anx +  an + 1 )xldx =  0 , l =  0 , 1 , . . . , n ,
a

l
следней системы на ai, сложим все уравнения и получим одно: 

b

J  p (x )(a 1 xn +  . . .  +  an x +  an + 1 )2dx =  0 .
a

Установим условия, при которых это уравнение имеет лишь 
тривиальное решение. Д ля этого рассмотрим вспомогательное 
утверждение.



Лемма. Пусть p(x) непрерывная неотрицательная фѵнк- 
b

ция, такая, что f  p(x)dx  > 0, а многочлен Q(x)  неотрицателен
а

b
на [а, Ь]. Тогда из условия J p(x)Q(x)dx  =  0 следует Q(x) =  0.

а
b

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как J p(x)dx  > 0, а функция
а

p(x)  непрерывная неотрицательная, то найдется отрезок 
[аі, bi] С [а, Ь], такой, что p(x) >  0  для всех x € [а і, bi].

Так как Q(x) многочлен, то от имеет на отрезке [а і, Ьі] ко­
нечное число корней x i , i  =  1 , . . . ,m .  Окружим каждый корень 
интервалом (x — e , x  +  е) (е > 0  мало) и введем множество

m
X e =  [а і,Ь і]\ U (x — е ,x +  е).

i=1
Ha ограниченном замкнутом множестве X £ положительная 

непрерывная функция Q(x) ограничена снизу: найдется ö > 0, 
такое, что Q(x) >  ö для всех x € [аі , Ьі ].

Из равенства

b

0  =  /  p M Q (x )<fa =  /  „ Ш Ы Ь  +  /  p (x )Q (x)dx

b
47  / ч ^ / ч 7 .  ̂(x)Q (x)dx

а X£ [a,b]\X£

и неотрицательности подынтегральных функций следует, что

J  p (x )Q (x )dx' =  0 .
х £

Но тогда

0 = j  p (x>Q (x)dx >  ö f p {X) d x - > 0 .
х £ х £

получили противоречие, следовательно, Q(x) имеет бесконеч­
ное число корней, т. е. Q(x) -  нулевой многочлен.

Если применить результат этой леммы к рассматриваемой 
задаче, то получаем утверждение:



p(x)
b

пая функция, такая, что f  p(x)dx >  0 , тогда существует,
a

единственный многочлен  Q(x) — xn+1  +  a 1xn + . . .  +  anx +  an + 1 ; 
ортогональный с весом степеням x l, l — 0 , 1 , . . . , n .

Т е о р е м а  16. В  условиях предыдущей теоремы многочлен  
Q(x) имеет ровно n  + 1  различных вещественных корней на 

[a, b]

Д о к а з а т е л ь с т в о  состоит из двух частей. Сначала до­
кажем, что многочлен Q(x) имеет n  +  1 корней та  отрезке [a, b].

n + 1

обозначим корни x 0 , x 1 , . . .  JX І̂J s <  n  — 1. Тогда

Q(x) — (x — x 0 )(x — x 1) ■ ■ ■ (x — x s)r(x ),

где r(x ) те обращается в ноль на отрезке [a, b], для определен­
ности будем считать, что r(x ) >  0 .

Обозначим g(x) — (x — x 0)(x  — x 1) ■ ■ ■ (x — x s), степень этого 
многочлена s +  1 <  n. Воспользуемся ортогональностью с весом 
многочлену Q(x), получим

b

J  p(x)g2 (x )r(x )dx  — 0 .
a

Применяя леммѵ, получим r(x ) =  0, противоречие, т. е. много­
член Q(x) имеет n  +  1 корней та  отрезке [a, b].

Теперь докажем, что ѵ многочлена Q(x) кратных корней 
нет.

Предположим противное, т. е. что имеется корень, скажем,
x 0

Q(x) — (x — x 0 )2Q(x), 
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где степень многочлена Q(x) равнa n  — 1. Воспользуемся орто­
гональностью Q (ж) с весом многочлену Q(x) и получим

b

/ р(ж)(ж —^ 2« 2* ^  =  °-
а

Применяя леммѵ, получим Q(x) =  0, противоречие, т. е. мно­
гочлен П(ж) не имеет кратных корней.

Теоремы 15 и 16 дают условия существования и единствен­
ности квадратуры Гаусса.

7.10. А лгоритм  построения квадратуры  Гаусса

Подведем итог изложенному выше в виде алгоритма для 
построения квадратуры Гаусса.

Этап 1. Составляем систему

b

J  р(ж)(жп+і +  а і жп +  . . .  +  апж +  ап+ і)жг̂ ж =  0 , l =  0 , 1 , . . . , n
а

и вычисляем ее коэффициенты.
Этап 2. Решаем эту систему, определяя ад i =  0,1, . . . , n .  
Этап 3. Находим корни ж^, i =  0 ,1 , . . . , n  многочлена 

ш„(ж) =  жп+і +  аіжп +  . . .  +  а„ж +  ага+і.
Этап 4. Находим коэффициенты Ak, i =  0 ,1 , . . . , n  квадра­

туры Гаусса
b n
/ p (x )f(x )d x  " E  Ak f  (xk),

a k=o
например, методом неопределенных коэффициентов.

Проиллюстрируем п р и м е р о м .  Построим квадратуру Гаус­
са вида

і

J  f  (x)dx "  A0f  (ж0) +  A l f  (жі).
- і



Так как n  =  1, составим многочлен w1(x) =  x 2 +  a 1x +  a 2 и за­
пишем систему из условия ортогональности этого многочлена 

x
( 1

/  (x2 +  a 1 x +  a 2)dx =  0 ,
- 1  

1
J  (x2 +  a 1 x +  a 2)xdx =  0 .

- 1

Считая интегралы, получаем

{ 2 гі2 dx  =  | ,
| a i  =  0 .

Находим корни уравнения х 2 +  |  = 0 ,  получаем хо = —

X! =
Записываем формулу 

1

J  f ( x ) d x ^  A 0f ( - ^ )  + A x f C ^ - )
- 1

и методом неопределенных коэффициентов находим Ao =  Ад =  
=  1. Алгебраическая степень точности N  =  2n +  1 =  3.

7.11. П огреш ность квадратуры  Гаусса

Будем, как и раньше, для краткости обозначать

b n
1  [/] = p ( x ) f (x)dx, S [ / ] =  Afc/ (xk) .

a k=o

Пусть H 2n +1 (x) -  интерполяционный многочлен Эрмита, 
построенный по двукратным узлам x o ,x 1 , . . .  ,x n , т. е. постро­
енный по интерполяционным данным /  (xo), / ;(xo), . . . ,  / ( x n), 
/ ;(xn ). Так как в талах функции /  (x) и H 2n+1(x) совпадают,



то для квадратуры Гаусса S [ f ] =  S[H2n+l ]. Так как H 2n+ i(x) -  
многочлен степени 2n  +  1 , а алгебраическая степень точности 
форМѴЛЫ N  > 2П + 1, ТО I[H 2n+l] =  S[H 2n+1  ].

Получаем цепочку соотношений для погрешности интегри­
рования:

Я««т  [f ] =  I [ f  ] -  S [ f  ] =  I [ f  ] -  S[H 2n+l] =  I [ f  ] -  I[H 2n+l] =

Посчитаем интеграл от погрешности интерполяции много­
членом H 2n+ 1(x), используя теорему о среднем:

I [ f  -  H 2n+l] =  I [Ä2n+l]-

b

Runm [f ] = P ( x ) f  (x,Xo,Xo, ••• ,Xn , Xn ) ( x - X  o) 2 ••• ( x - X n ) 2dx
a

b

a

a
Таким образом, получаем формулу для погрешности:

b

J  p(X)^n(X)dX, n G [a, b],
a

и ее оценку

b

Из этих оценок вытекают интересные следствия.



З а м е ч а н и е  1. Алгебраическая степень точности квад­
ратуры Гаусса N  =  2n +  1.

Нужно показать, что для многочленов степени 2n +  2 ф ор­
мула не точна. Возьмем многочлен Q(x) =  x 2n+2. Тогда его

b
производная порядка 2n + 2  равна ( 2n + 2 )!, a J р(х)шП(x)dx >  0 ,

a
Т. е. R u n m  [Q] =  0 -

З а м е ч а н и е  2. Коэффициенты квадратуры Гаусса Ад, 
положительны.

Д ля доказательства возьмем многочлен

Qi (x) = [ п

степени 2n +  2. Тогда

j 12

. „ . ,. x i xjj= 0,j =i

b n
0  <  J p(x)Q i(x)dx =  ^  АдQ i(xk) =  Aj

a

что и требовалось доказать.

k=0

7.12. В ы числение интегралов с особенностями

Под интегралами с особенностями понимаются интегралы 
от неограниченных функций или интегралы на бесконечных 
промежутках интегрирования. Кроме того, особенностью на­
зывается недостаточная гладкость подынтегральной функции 
при применении той или иной квадратурной формулы. Так, 
например, для применения составной формулы Симпсона тре­
буется непрерывность четвертой производной.

Рассмотрим на примерах некоторые приемы, позволяющие 
устранять особенности.



Аналитические способы
1. Требуется вычислить

П/2

/ lnsm  x f e
0

имеющий особенность в нуле. Добавим и вычтем sin x к подын­
тегральной функции и получим

П/2 П/2 П/2

lnsina;< ic=  ln xdx  + ln -— —dx.

Первый интеграл может быть вычислен аналитически, а вто­
рой особенности не содержит и может быть вычислен численно.

2. Чтобы сдвинуть особенность в старшую производную, ча­
сто применяют формулу интегрирования по частям. Рассмот­
рим

a

J x ag(x)dx,
0

где функция g(x) «хорошая» (достаточное число раз диф ф е­
ренцируемая). При —1 <  а  <  0 подынтегральная функция 
неограничена, при 0  <  а  <  1 подынтегральная функция огра­
ничена, но ее первая производная неограничена и т. д. Проин­
тегрируем по частям:

a a

[  x ag(x)dx = —-— x a+lg (x ) \n   —  [  x a+lg' (x)dx,
а  + 1  а  + 1

0 0

таким образом, сдвинули особенность на единицу в старшую 
производную.

x



М етод усечений
Суть метода состоит в том, что мы отделяемся от особен­

ности с нужной точностью. В качестве примера рассмотрим 
задачу о вычислении

e-x  dX,

с точностью £ =  0 , 0 0 0 1 . Имеем

) B го

e-x 2d» =  /  e-x 2d» +  /  e-x 2d®.
B

Последний интеграл дает погрешность усечения. 
Сделаем оценку

ГО ГО
e~x2dx < [ —Аг~х\ і х  = —АеГЛ2 <  е/2. 

-  2 А  2 А  '
B B

Вычисления показывают, что при B  =  3 эта оценка выполня­
ется.

Оценка погрешности составной формулы Симпсона пока­
зывает, что если взять n  =  8 , то выполняется

3

У  e-x  dx <  £ /2 .

Введение весовой функции. Мультипликативный 
метод выделения особенностей

Если подынтегральная функция есть произведение двух 
функций, «хорошей» и содержащей особенность, то имеет смысл 
рассматривать формулы численного интегрирования с весом,



вес включается в коэффициентві квадратѵрві. Например, для 
вычисления

1

/ с і / м * .
0

можно исполвзоватв интерполяционнвіе квадратѵрнвіе форму­
лы с весом

п \. п
/̂xf(x)dx ра 2̂ Akf(xk), А к = л /х  — — -̂dx.

0  k=0  0  j=0,j=k Xk Xj

К этому же классу методов относятся специалвнвіе форму­
лы для быстро осциллирующ их функций. Требуется ввічислитв

b

/ g(x)sinw xdx.

Попробуем применитв какую-либо составную формулу, напри­
мер, составную формулу средних прямоѵголвников

b n-1
/ g(x) sin wxdx «  h E g (xi+ 1/2 ) s in ^ xi+ 1 /2 .

a *=°

В оценку погрешности этой формѵлві входит производная, од­
нако

f  '(x) =  (g(x) sin wx)' =  g '(x) sin wx +  wg(x) cos wx,

и эта функция при болвших w может принимать большие зна- 
чѳния.

Выведем аналог составной формулы средних прямоуголь­
ников, заменяя константой в средней точке не всю подынте­
гральную функцию, а только g(x), вклю чая sin wx в весовую 
функцию.



n— i у
g(x )sinw xdx  =  / g (x)sinw xdx

„• n  J

n - 1 xi+1
У~] g (x j+ i/2 ) /  sin wxdx =
 n </i=0 

n i
- - ^ 3 ( x j + i/2)(cosa;a;i+ i - C O S O J X i

i=0

n— i

ce “ " 2
sina; — E g (xi+1/2 ) s in Wxi+ i/2 -

i=0

При этом погрешность оценивается величиной

n—1 ^ 1

|R «Kjn [ f ] | < E  /  |g (x ,x i+1/ 2) ||x  -  x i+1 / 2 11 sin ^ x |dx < 
i=0 xxi

<  — — h, Mi[g] = max |^(ж )|,
4 xe[a,b]

которая стремится к нулю при шаге h, стремящемся к нулю 
равномерно по ш.

Аддитивный метод устранения особенностей

Идея метода состоит в том, чтобы представить исходную 
подынтегральную функцию в виде суммы f  (x) =  ^ (x ) +  ф(х). 
Интеграл от ^ (x ), содержащей те же особенности, что и ис­
ходная функция, считается аналитически, а функция ^ (x ) не 
содержит особенности и интеграл от нее считается численно. 
Основным инструментом при этом является тейлоровское раз­
ложение в окрестности особенности.

b



Рассмотрим п р и м е р .  Требуется сдвинуть особенность в 
третью производную для подсчета

sin X
ах.

J  x l/2 (1 +  X2/2) 
o

Разложим функции в нуле:

X3
sin ж =  ж  Ь • • •

6

1 X2 X4
=  1 -  лл +  - г  +  •••(1 +  X2/2 ) 2 4

sin Ж jy2 Ж5/ 2 w _ ж2 ж4
Xl / 2 (1 +  X2/2 ) 6  2 4

=  ж 1/2 _  2  5 /2  н-------
3

Обозначим
(д(ж) =  ж1/ 2 — -̂ Ж5/ 2,

3

ДТЮ = ____ ^ _______ж1/2 +  - ж 5/2
W  ж4/ 2(1 +  ж2/2) + 3

Интеграл ^ (x ) считается аналитически, а функция ^ (x ) п о  

крайней мере дваж ды  непрерывно дифференцируема и инте­
грал от нее может быть вычислен, например, с помощью со­
ставной формулы трапеций.

l
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